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三角形に内接する正方形
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三角形に内接する正方形
第１節 三角形に内接する最大の正方形，最小の正方形

これから三角形に内接する最大の正方形，最小の正方形を考えま

しょう．将来は三角形に内接する正三角形，正多角形も考える予定

です．

さて，三角形に内接する正方形といっても簡単ではありません．

たとえば，右の三角形に内接する正方形を１つ作れといったらみな

さんはどうしますか．

案外難しいですね．取っかかりがないからです．そこで，この問題は，いろいろ段階を

経て考えることになります．まず次の問題を考えましょう．

例題１ △ＡＢＣの内部または周上に含まれる

正方形で１辺が辺ＢＣにあり且つ面積が最大の

場合を右図の小さな正方形を利用して求めよ．

この問題を丁寧に考えましょう．

右の図は，正方形の頂点Ｓを通りＡＣと平行な

直線と辺ＡＢ，ＢＣとの交点をＤ，Ｅとしたも

のです．

当然△ＤＢＥ∽△ＡＢＣで，２つの三角形は

相似の位置にあり，相似の中心は点Ｂです．

そこで，Ｂを中心として△ＤＢＥを相似拡大し

△ＡＢＣとしたとき，正方形ＰＱＲＳがどうな

るかを調べればよいわけです．それを求めまし

ょう．

正方形ＰＱＲＳが正方形Ｐ’Ｑ’Ｒ’Ｓ’になったとすると，３点Ｂ，Ｓ，Ｓ’は一直

線上にあり，さらにＳ’は辺ＡＣ上であるから，Ｂ

ＳのＳへの延長とＡＣとの交点がＳ’となることが

分かります．さらにＰＳ Ｐ’Ｓ ，ＳＲ Ｓ’Ｒ∥ ∥’

，ＰＱ Ｐ’Ｑ’であるから正方形Ｐ’Ｑ’Ｒ’’ ∥

Ｓ’が求まります．
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ところで，上で求めた正方形が△ＡＢＣ内の最大面積の正方形とは限りません．なぜか

分かりますか．そうです，１辺が辺ＣＡ，ＡＢに平行な場合や，１辺がどの辺にも平行で

ない場合も考える必要があります．

問題を説明するための準備が整いました．これから考える問題をきちんと書いておきま

しょう．

問題１ △ＡＢＣを与えたとき，この三角形に含まれる最大の正方形を求める．

以後，△ＡＢＣの各辺上に少なくとも１つの頂

点がある正方形を△ＡＢＣに内接する正方形と呼

ぶことにします．

問題２ △ＡＢＣを与えたとき，この三角形に内

接する最小の正方形を求める．

以上で，これから考える問題が明確になりました．これから時間をかけてゆっくり考え

ていきます．
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第２節 相似の位置

ここでは，これからの議論の基礎になる相似の位置を復習します．

まず，相似の位置の定義です．

定義

右の図の

図形Ｆ：△ＡＢＣ， 図形Ｆ ：△ＤＥＦ’

のように，図形Ｆ上の任意の点Ｐとこれに

対応する図形Ｆ’上の点Ｐ’について

（ⅰ）Ｐ，Ｐ’を結ぶ直線は常に定点を通

る．

（ⅱ （ⅰ）の定点をＯとすればＰを）

’ ．どこにとってもＯＰ：ＯＰ は一定である

この定義では不便です．２つの図形が相似の位置にあることを示すには，すべての対応点

について（ⅰ （ⅱ）を示す必要があります．実際は多角形等の線分だけで囲まれた図），

形（これを直線図形といいます）について対応する頂点だけ（ⅰ （ⅱ）を満たせば２つ）

の図形が相似の位置にあることが証明できます．

ここでは三角形の場合に証明します．

補助命題

線分ＡＢ，線分ＣＤについて直線ＡＣ，直線ＢＤ

が点Ｏで交わり，

ＯＡ：ＯＣ＝ＯＢ：ＯＤ ・・・①

を満たすとする．線分ＡＢ上の点Ｐ，線分ＣＤ上の

点Ｐ’がそれぞれ線分ＡＢ，ＣＤを同じ比に内分す

る点であるなら，３点Ｏ，Ｐ，Ｐ’は一直線上にあ

り

ＯＡ：ＯＣ＝ＯＢ：ＯＤ＝ＯＰ：ＯＰ’

が成り立つ．

証明 ①より△ＯＡＢ∽△ＯＣＤ

∴ ＡＢ ＣＤ，ＡＢ：ＣＤ＝ＯＡ：ＯＣ∥

△ＯＡＰと△ＯＣＰで

ＡＰ：ＡＢ＝ＣＰ ：ＣＤ’

∴ ＡＰ：ＣＰ’＝ＯＡ：ＯＣ

さらに∠Ａ＝∠Ｃより

△ＯＡＰ∽△ＯＣＰ’

∴ ∠ＡＯＰ＝∠ＣＯＰ’
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ゆえに，３点Ｏ，Ｐ，Ｐ’は同一直線上にあり

ＯＰ：ＯＰ’＝ＯＡ：ＯＣ

が成り立つ．

定理１

△ＡＢＣと△ＤＥＦにおいて

（ⅰ）３直線ＡＤ，ＢＥ，ＣＦが一点Ｏで交わる

（ⅱ）ＯＡ：ＯＤ＝ＯＢ：ＯＥ＝ＯＣ：ＯＦ

が成り立つなら，△ＡＢＣ上の任意の点Ｐとこれに対応する△ＤＥＦ上の点Ｐ’について

次の（ⅲ （ⅳ）を満たす．）

（ⅲ）Ｐ，Ｐ’を結ぶ直線は必ず点Ｏを通る

（ⅳ）ＯＰ：ＯＰ’＝ＯＡ：ＯＤが成り立つ

定理１の証明

△ＡＢＣ上の点Ｐと△ＤＥＦ上の点Ｐ’が対応す

る点とは，ＡＰの延長とＢＣとの交点をＫ，

ＤＰ’の延長とＥＦとの交点をＬとすると

ＡＰ：ＰＫ＝ＤＰ ：Ｐ’Ｌ ・・・①’

ＢＫ：ＫＣ＝ＥＬ：ＬＦ ・・・②

が成り立つことである．

まず，Ｐ，Ｐ’が対応する点であるから

（ⅰ （ⅱ）および②よりＬ，Ｋ，Ｏは同一直線），

上にあり，

ＯＫ：ＯＬ＝ＯＢ：ＯＥ ・・・③

さらに，線分ＡＫと線分ＤＬで同様にＯ，Ｐ，Ｐ’は同一直線上にあり

ＯＰ：ＯＰ’＝ＯＢ：ＯＥ

したがって定義が証明された．

証明より分かるように，定理は一般の多角形で成り立つ．

定理のもとで相似の位置にあることの定義を扱いやすいように変える．

定義

△ＡＢＣと△ＤＥＦにおいて

（ⅰ）３直線ＡＤ，ＢＥ，ＣＦに一点で交わりその点をＯとする

（ⅱ）ＯＤ：ＯＡ＝ＯＥ：ＯＢ＝ＯＦ：ＯＣ

がなりたつとき，△ＡＢＣと△ＤＥＦは相似の位置にあるといい，定点Ｏを

相似の中心という．またＯＤ：ＯＡ＝ｋ：１のときｋ：１をこの相似の位置の相似比とい
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う．

相似の位置についての重要な性質は次の定理です．

△ＡＢＣと△ＤＥＦが相似の位置にあると定理２

き

△ＡＢＣ∽△ＤＥＦでありかつＡＢ ＤＥ，ＢＣ∥

ＥＦ，ＣＡ ＦＤが成り立ちます．∥ ∥

ＯＤ：ＯＡ＝ＯＥ：ＯＢ＝ＯＦ：ＯＣ より証明

ＡＢ ＤＥ，ＢＣ ＥＦ，ＣＡ ＦＤがなりたち，∥ ∥ ∥

さらに

ＡＢ：ＢＣ：ＣＡ＝ＤＥ：ＥＦ：ＦＤ

より △ＡＢＣ∽△ＤＥＦが成り立ちます．

次に定理２の逆の命題を考えましょう．すなわち

△ＡＢＣ∽△ＤＥＦでありかつ定理３

ＡＢ ＤＥ，ＢＣ ＥＦ，ＣＡ ＦＤ∥ ∥ ∥

が成り立つとき △ＡＢＣと△ＤＥＦは相似の位置にある．

この命題は成り立つでしょうか．まず例を扱いましょう．

Ⅱで次のことをしてみましょう．cabri

， ，△ＡＢＣと△ＤＥＦを相似の位置に置き 片方の三角形たとえば△ＤＥＦを平行移動し

直線ＡＤ，ＢＥ，ＣＦが一点で交わるかどうかを調べる．さらに次のことをやってみまし

ょう．直線ＡＤ，ＢＥ，ＣＦをまず引いてから，片方または両方の三角形を平行移動して

みましょう．

このような実験はとても大切です．時間をいとわず是非やりましょう．

AD,BE O, AD,CF証明 ２直線 の交点を ２直線

の交点を とする．△ＡＢＣと△ＤＥＦの相似O'

比を１：ｋとする．このとき，

ＡＢ ＤＥ より ＯＡ：ＯＤ＝ＡＢ：ＤＥ∥

Ｃ ＤＦ より Ｏ’Ａ：Ｏ’Ｄ＝ＡＣ：ＤＦA ∥

△ＡＢＣ∽△ＤＥＦ より

ＡＢ：ＤＥ＝ＡＣ：ＤＦ

したがって，

ＯＡ：ＯＤ＝Ｏ’Ａ：Ｏ’Ｄ

と は一致し， は１点で交わりそのO O' AD,BE,CF

点を とすればO

OA:OD=OB:OE=OC:OF

ゆえに，△ＡＢＣと△ＤＥＦは相似の位置にある．
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証明から分かるように定理３は一般の多角形で成り立ちます．

三角形ではさらに次の定理４が成り立ちます．次の定理４はとても役に立ちます．

△ＡＢＣと△ＤＥＦの各対応辺がそれぞれ平行であるときすなわち定理４

ＡＢ ＤＥ，ＢＣ ＥＦ，ＣＡ ＦＤ∥ ∥ ∥

がなりたつとき△ＡＢＣと△ＤＥＦは相似の位置にある．

AD,BE O,証明 ２直線 の交点を

ＯＣとＥＦとの交点をＦ’とする．

ＡＢ ＤＥ より∥

ＯＡ：ＯＤ＝ＯＢ：ＯＥ

ＢＣ より∥ＥＦ

ＯＢ：ＯＥ＝ＯＣ：ＯＦ’

∴ ＯＡ：ＯＤ＝ＯＣ：ＯＦ’

∥ＤＦ’∴ ＡＣ

仮定よりＣＡ ＦＤ∥

であるからＦとＦ’は一致する．

したがって，

ＯＡ：ＯＤ＝ＯＢ：ＯＥ＝ＯＣ：ＯＦ

が成り立ち，△ＡＢＣと△ＤＥＦは相似の位置にある．

定理４は四角形以上の多角形では成り立ちません．

たとえば，長方形を考えれば分かるように，対応辺が平行であっても相似でない例がた

くさんあります．定理４が成り立つのは三角形だけであることに注意ししましょう．
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さて，本題に戻しましょう．

次の各場合において，正方形を拡大し三角形に内接する正方形を作りましょう．問題

（１） （２）

（２）Ｐを通りＡＢに平行な直線とＳを通りＡＣと平行な直線を引き△ＡＢＣと相似解説

な△ＸＹＺを作りましょう．

△ＡＢＣと△ＸＹＺは対応辺が平行な

ので相似の位置にあります．相似の中心

は分かりますか．そうです，ＡＸとＢＣ

の交点です．それをＯとすれば，ＯＰと

ＡＢの交点がＰ ，ＯＳとＡＣの交点が’

Ｓ’である正方形Ｐ’Ｑ’Ｒ’Ｓ’が△

ＡＢＣに内接する正方形になります．

さて （１ （２）の場合のどちらの方が，内接する正方形は大きいでしょうか．， ），

ここでは，中の小さな正方形を一定（１辺の長さ１）とし，△ＸＹＺの大きさに注目しま

． ， ． ，す すなわち 点Ｘのｙ座標が大きい方が内接する正方形は小さくなります この考えで

これから議論を進めていきます．
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第３節 基本原理と準備

これから，△ＡＢＣを与えられ

たとき，内接する正方形の最大値

と最小値を調べましょう．

１辺の長さ１の正方形ＰＱＲＳ

をまず２辺がｘ軸とｙ軸上にある

ように置きます．正方形をＱ（原

点でもある の周りに回転させ 図） （

は °回転したもの ，そのと14.5 ）

きＰを通りＡＢに平行な直線，Ｓ

を通りＡＣに平行な直線およびｘ

軸よりなる三角形を△ＸＹＺとする．正方形を回転させたときの△ＸＹＺを調べ，△ＸＹ

Ｚが一番小さいときが△ＡＢＣに内接する正方形が一番大きくなり，△ＸＹＺが一番大き

いときが△ＡＢＣに内接する正方形が一番小さくなります．△ＸＹＺの大きさはを調べる

のは，点Ｘの高さに注目するのが一番簡単そうです．

． ， ．cabriはとても便利です 正方形を回転させて点Ｘのｙ座標を表示し 調べてみましょう

これから議論を進めていくためのいくつかの注意をいたしましょう．

１．まず，鈍角三角形のときは∠Ａを鈍角にすればよいので，直線ＡＢの傾きをａ，直線

ＡＣの傾きをｂとすればａ＞０，ｂ＜０としてよい．以後特別の断りがない限り，△ＡＢ

Ｃで直線ＡＢの傾きをａ，直線ＡＣの傾きをｂとします．

１．Ｑを通りＡＣに垂直な直線とＱを通りＡＢ

に平行な直線を引きます．

θ ＝－ ， θ ＝ａtan tan０ １

でθ ，θ を定めれば，正方形ＰＱＲＳの回転０ １

角θは次の場合分けが必要です．

（ⅰ）０°≦θ≦θ のとき（図１ ．０ ）

（図１）

1
b
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（ⅱ）θ ≦θ≦θ のとき（図２ ．すなわち，０ １ ）

点Ｐを通りＡＢに平行な直線とＲを通りＡＣに平

行な直線との交点をＸとします．

（図２）

（ⅲ）θ ≦θ≦９０°のとき（図３ ．１ ）

すなわち 点Ｓを通りＡＢに平行な直線とＲを通

りＡＣに平行な直線との交点をＸとします．

上で定義θ ，θ を用いれば，最初は１辺が０ １

ＢＣ上にあった正方形が，θ 回転したとき１辺０

が辺ＡＣ上になり，θ 回転してとき１辺がＡＢ１

上になり，９０°回転すると１辺がＢＣ上に戻る

ことになります． （図３）

３．対象性より｜ｂ｜≦ａとします．すなわち△ＡＢＣは∠Ｂ≧∠Ｃ（ＡＢ≦ＡＣ）を満

たすと仮定します．また，ＢからＡＣに垂線の足を考えれば分かるように，

Ａ＜９０°のとき － ＜ａ

Ａ＝９０°のとき － ＝ａ

Ａ＞９０°のとき － ＞ａ

． ， ．となります したがって 鋭角三角形と鈍角三角形では場合分けが異なることになります

４．正方形の頂点の座標と頂点 のｙ座標X

２辺がｘ，ｙ軸上にある１辺の長さ１の正方形Ｐ

ＱＲＳをＱの周りにθだけ回転させたとき（右図は

θ＝２３．４° ，）

Ｒ（ θ， θ ， (－ θ， θ)，cos sin P sin cos）

1
b

1
b

1
b
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( θ－ θ， θ＋ θ)S cos sin sin cos

となります．２で考えた場合分けにしたがって， のｙ座標を求めましょう．X

θ ＝－ ， θ ＝ａ でθ ，θ を定め，正方形ＰＱＲＳの回転角をθとする．tan tan０ １ ０ １

（ⅰ）０°≦θ≦θ のとき０

を通り傾きがａの直線の方程式はP

ｙ－ θ＝ａ（ｘ＋ θ） ・・・①cos sin

Ｓを通り傾きｂの直線の方程式は

ｙ－（ θ＋ θ）＝ｂ（ｘ－ θ＋ θ）sin cos cos sin

・・・②

①，②より のｙ座標はX

（ａ－ｂ）ｙ＝ａ θ＋（ａ－ａｂ－ｂ） θsin cos

＝ｍ （θ＋α） ・・・・・③sin

ただし ｍ＝ ， α＝ ・・・・・④tan

（ⅱ）θ ≦θ≦θ のとき， のｙ座標は０ １ X

（ａ－ｂ）ｙ＝（ａ－ａｂ） θsin

＋（－ａｂ－ｂ） θcos

＝ｍ （θ＋β）sin

ただし，ｍ＝ ， β＝tan

（ⅲ）θ ≦θ≦９０°のとき のｙ座標は１ X

（ａ－ｂ）ｙ＝（ａ－ａｂ－ｂ） θ－ｂ θsin cos

＝ｍ （θ＋γ）sin

ただし，ｍ＝ ， γ＝tan

以上で準備が終了いたしました．次から，鋭角，鈍

角に分け内接する最大の正方形，最小の正方形を求

めます．

1
b

a2+(a-ab-b)2
a-ab-b
a

(a-ab)2+(ab+b)2
-ab-b
a-ab

a-ab-b
-b

(a-ab-b)2+b2
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第４節 鋭角三角形に内接する最大の正方形

ABC XYZ第３節で調べた（ⅰ （ⅱ （ⅲ）の場合をみましょう，△ の内側にできた△） ）

の頂点 のｙ座標が計算してあります．どの場合も， θ， θの係数が正であるかX sin cos

ら，α，β，γは０°＜α，β，γ＜９０°を満たします．また，θの動く範囲は高々

０°≦θ≦９０°であるから，頂点 のｙ座標のグラフは上に凸になります．したがっX

て，どの場合も，頂点のｙ座標は端点のいずれかで最小値を取ることになります．したが

って，△ に内接する最大の正方形は，正方形の１辺が三角形のいずれかの辺上にあABC

る場合を調べればよいことが分かりました．す

なわち，辺ＡＢ，ＢＣ，ＣＡ上に１辺がある正

方形の最大のものを見つければよいことが分か

りました．

まず次の問題を解く必要があります．

鋭角三角形ＡＢＣで，辺ＢＣ上に１辺問題

がある最大の正方形（右図の正方形ＰＱＲＳ）

の１辺の長さをＢＣ＝ａ，ＡＨ＝ｈで表せ．

正方形の１辺の長さをｘとすれば解

ＡＰ：ＡＢ＝ＡＫ：ＡＨ

∴ ｘ：ａ＝ｈ－ｘ：ｈ ∴ ｘ＝

後は，３辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢのどの辺上に１辺がある正方形が一番大きいかを調べるだ

けです．

△ＡＢＣで辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢを底辺としたときの高さをｈ ，ｈ ，ｈ とします．ａ ｂ ｃ

このとき

ａｈ ＝ｂｈ ＝ｃｈ ・・・①ａ ｂ ｃ

であるから，①の条件の下でのａ＋ｈ ，ｂ＋ｈ ，ｃ＋ｈ の大小を調べることになりａ ｂ ｃ

ます．そこで

（ｘ＋ｙ） ＋（ｘ－ｙ） ＝４ｘｙ２ ２

より，ｘｙが一定なら，｜ｘ－ｙ｜が小さいほどｘ＋ｙが大きくなります．

ａ＞ｂ＞ｃ と仮定すれば①より

ｈ ＜ｈ ＜ｈ ・・・②ａ ｂ ｃ

さらに高さよりは残りの２辺の方が長いから（上の図でいえばＡＨよりＡＢ，ＡＣの方

が長い） ｈ ＜ｂ ・・・③ｃ

②，③より

ｈ ＜ｈ ＜（ｈ ，ｃ）＜ｂ＜ａａ ｂ ｃ

となる．なおｈ とｃの大小はいずれの場合もあるという意味である．ｃ

a+h
ah



- 13 -

ｃ ｂ ａ∴ ｜ｃ－ｈ ｜＜ｂ－ｈ ＜ａ－ｈ

したがって，ｃ＋ｈ が最小で，内接する正方形は，三角形の３辺のうち一番短い辺ｃ

上に１辺があるとき一番大きくなることが分かった．

なお，議論の過程よりｘｙが一定のときｘ＋ｙはｘ＝ｙのとき最小になるから次のよう

にまとめることができる．

鋭角三角形に内接する最大の正方形は，正方形の１辺が一番短い辺上にあり内接定理

する場合である．さらに，三角形の面積をＳ，内接する正方形の面積をＴとすると

Ｔ≦

が成り立つ．等号が成り立つのは，正方形の１辺が一番短い辺上にあり，かつ，三角形の

一番短い辺の長さと，その辺を底辺としたときの高さが等しいときである．

S
2
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第５節 鋭角三角形に内接する最小の正方形

（ ） （ ， ）， （ ，ⅰ 右の図でＡ θ θ Ｃ － θcos sin sin

θ ，Ｂ（ θ－ θ， θ＋ θ）cos cos sin cos sin）

とする．すなわち，１辺の長さ１の正方形を，原

点の回りにθだけ回転させたもの．このとき，点

Ｃを通る傾きａの直線は

ｙ－ θ＝ａ（ｘ＋ θ） ・・・①cos sin

点 を通り傾きｂの直線はB

ｙ－ θ－ θ＝ｂ（ｘ－ θ＋ θ）cos sin cos sin

・・・・・②

①，②の交点のｙ座標は

（ａ－ｂ）ｙ＝ａ θ＋（ａ－ａｂ－ｂ） θsin cos

＝ｍ （θ＋α） ・・・・・③sin

ただし ｍ＝ ， α＝ ・・・・・④tan

ＯＡの傾きが のところでＰの代わりにＣを通り傾きａの直線とＡを通り傾きｂの直

線の交点Ｑを考えることになるから ③を考えるθの範囲は

θ ＝ ・・・・⑤tan ０

０ ０によりθ を定めれば ０≦θ≦θ

ここで，θ ＋αと の大小を調べよう．０

ここで④，⑤より，

（θ ＋α）＝ ＜０ （∵ ａ＞０，ｂ＜０）tan ０ ．

したがって，θ ＋α＞ が分かりました．０

このことより， のｙ座標は，θ＋α＝ ，すなわち，θ＝ －αのとき最大値をとP

ります．

a2+(a-ab-b)2
a-ab-b
a

-
1
b

-
1
b

π

2

π

2
π

2

π

2

-a+ab-ab2-b2

a-b
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（ⅱ） 直線ＯＡの傾きが－ からａの間のと

き．

Ｃを通る傾きａの直線は

ｙ－ θ＝ａ（ｘ＋ θ ・・・①cos sin ）

Ａを通り傾きｂの直線は

ｙ－ θ＝ａ（ｘ－ θ） ・・・⑥sin cos

２直線①，⑥の交点 のｙ座標はQ

（ａ－ｂ）ｙ＝（ａ－ａｂ） θsin

＋（－ａｂ－ｂ） θcos

＝ｍ （θ＋β）sin

ただし β＝ ，ｍ＝tan

θの動く範囲は ≦ θ≦ａ である．tan

θ＋βの動く範囲に が含まれるかどうかを調べよう．

θ ＝ ， θ ＝ａでθ ，θ を定めるとtan tan０ １ ０ １

（θ ＋β）＝ （θ ＋β）＝ ・・・・・・⑦tan tan０ １

⑦の２式は異符号であるからθ＋βの動く範囲に が含まれることが分かる．

したがって， のｙ座標はθ＋β＝ のとQ

， ．き すなわちθ＝ －βのとき最大値をとる

（ⅲ） 直線ＯＡの傾きがａから∞までのとき

は（ⅰ）の場合をｙ軸に関して対称移動した

ものであるから同様ある．交点Ｒのｙ座標は

sin cos（ａ－ｂ）ｙ＝（ａ－ａｂ－ｂ） θ－ｂ

θ

1
b

-ab-b
a-ab

(a-ab)2+(-ab-b)2

-
1
b

π

2

-
1
b

π

2

-a+ab-ab2-b2

-b(ab+1)
a2-a2b-ab-b
a(ab+1)

π

2

π

2
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以上の準備の元で，鋭角三角形に内接す

る最小の正方形を求めよう．右図のよう

にＢＣをｘ軸に平行にとり，辺ＡＢの傾

きをａ，辺ＡＣの傾きをｂとする．この

とき，

（ⅰ）の場合は

Ｐ＝

（ⅱ）の場合は

Ｑ＝

（ⅲ）の場合は

Ｒ＝

を考え，その最大値をもとめればよい．

さて，対象性よりａ＞－ｂのとき考えればよく，

ａ＞－ｂ ⇔ Ｂ＞Ｃ ⇔ ＡＣ＞ＡＢ

であり，このときは明らかにＰ＞Ｒ．したがって，あとはＰとＱの大小を調べればよい．

Ｐ －Ｑ ＝ａ（ａ－２ｂ－ａｂ ）２ ２ ２

一方 （π－ － )＝－ （ ＋ ）＝－tanA=tan B C tan B C

そこで， と Ｃの大小を調べるとtanA tan

Ａ－ Ｃ＝－ －（－ｂ）＝－tan tan

１－ａｂ＜０であるから Ａ，Ｃの大小とＰ，Ｑの大小は一致する．

以上より，最小辺以外の残りの２辺間の

移動のときに最小の正方形が現れる．具

体的には，たとえば△ＡＢＣで辺ＡＢが

最小辺のとき．内接する最小の正方形は

右図の場合で，ＰＱと辺ＢＣのなす角θ

（ ） ．はθ＝ －α α＝ であるtan

以上で，鋭角三角形の場合は終了した．

a2+(a-ab-b)2

(a-ab)2+(-ab-b)2

(a-ab-b)2+b2

1+ab
a-b

1+ab
a-b a-2b-ab2

1+ab

π

2
a-ab-b
a



- 17 -

第６節 鈍角三角形に内接する最大の正方形

鋭角三角形で調べた（ⅰ （ⅱ （ⅲ）の場合と同）， ），

様にＰ，Ｑ，Ｒの最小値はそれぞれ，端点のどちら

かで取る（最大値は鋭角の場合と同様ではない ．し）

たがって，１辺がいずれかの辺上にある場合を調べ

ればよい．

まず，∠Ａが鈍角である鈍角三角形ＡＢＣに含まれ

る，辺ＡＢ上に１辺を持つ最大の正方形は，直角三

角形ＡＢＤに内接する正方形である．したがって，

１辺の長さは

である．

まず，∠Ａが鈍角である三角形で，ＡＢ上に１辺がある正方形とＡＣ上に１辺がある正方

形の大小を調べる．

（ ）辺ＡＢ上に１辺がある正方形の１辺の長さ

＝ ＝ ・・・①

（ ）辺ＡＣ上に１辺がある正方形の１辺の長さ

＝ ・・・②=

正弦定理より ｃ ＝ｂ であるから①，②の大小は と のsinB sinC

大小を一致する．

であるから と Ｃ Ｃでは，Ｂ，Ｃのうち，sinB+cosB= sinB+cosB sin +cos

に近い方が大きい．

ｂ＜ｃ（⇔Ｂ＜Ｃ）とするとＢ＋Ｃ＜ より

Ｂ＜Ｃ＜ のとき明らかに ＜ Ｃ Ｃ でありsinB+cosB sin +cos

Ｂ＜ ＜ Ｃ のとき ＜ であるから，Ｂ＜ ＜ ＜Ｃ より

＜ Ｃ ＣsinB+cosB sin +cos

が成り立つ．

AB・AD
AB+AD

c+ctanB
c2tanB

sinB+cosB
csinB

b+btanC
b2tanC

sinC+cosC
bsinC

sinB+cosB
1

sinC+cosC
1

2 sin(B+
π

4 ）

π

4

π

2

π

4

π

4
B+C
2

π

4
B+C
2

π

4
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ｂ＜ｃ ⇔ ＜ Ｃ Ｃ ⇔ ＜ ⇔ ②＜①∴ sinB+cosB sin +cos

したがって，ＡＣ＜ＡＢのとき，１辺が辺ＡＢ上にある正方形と１辺がＢＣ上にある正方

形を比較すればよいことが分かった．

これから，鈍角三角

形の各辺上に１辺を

もつ最大の正方形の

．１辺の長さを求める

∠Ａが鈍角である鈍

角三角形で，ＡＢ＝１，ＢＣ＝ｔ，∠Ｂ＝θとして調べる．

（ＡＢ上に１辺がある正方形の１辺の長さ）

＝ ＝ ＝ ．①．．

同様に

（ＡＢ上に１辺がある正方形の１辺の長さ）＝ ・・・②

ここで

①＞② ⇔ ＞ ⇔ｔ＋ θ ＞ｔ θ＋ｔ θsin sin cos

⇔ （ｔ－１） θ＋ｔ θ＜ｔ ・・・③sin cos

③の右辺は

（θ＋α） ただし α＝sin tan

ｆ（θ）＝ （ｔ－１） θ＋ｔ θ＝ （θ＋α）sin cos sin

は （０)＝ｔでありθ＝ －αのとき最大値を取るから，グラフの対象性よりf

ｆ（π－２α）＝ｔ

． ， ．である したがって ③を満たすθは０≦θ＜π－２α ただしαは α＝ を満たすtan

よって，求める正方形は

０＜θ≦π－２α のとき辺ＢＣ（最長辺）上に１辺があり，π－２α≦θのとき辺ＡＢ

上に１辺があるときである

今考えている鈍角三角形はＡが鈍角で，ＡＢ≦ＡＣである場合であるから，そのｔの条

sinC+cosC
1

sinB+cosB
1

AB・AE
AB+AE tanθ+1

tanθ
sinθ＋cosθ

sinθ

t+sinθ
tsinθ

sinθ＋cosθ
sinθ

t+sinθ
tsinθ

t-1
t

(t-1)2+t2

(t-1)2+t2

π

2

t-1
t
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件を調べる必要がある．

右の図で円はＢを中心とする半径ｔの円で

ある．点ｐが円周上をＤからＥまで動くとき

ＡＰの長さは減少するから，

１＜ｔ＜２

考えればよい．さらに，１＜ｔ≦ のとき

△ＡＢＣは常にＡＣ＜ＡＢの鈍角三角形であ

る．さらに ＜ｔ＜２のとき，θ を０

θ ＝ ・・・④cos ０

によって定めれば，０＜θ＜ θ のとき ＜ である．さらに④より０ AC AB

θ ＝tan ０

一方，すでに調べた正方形の１辺が になるか 上になるかの境目となるθはAB BC

θ＝π－２α （ただし α＝ ）tan

∴ （π－２α）＝tan

＜ ＜２のときt

＝ ・・・・・⑤

を解くと ≒１．５５t

以上より鈍角三角形に内接する最大の正方形は次のようになる．

定理 １．正方形の１辺が鈍角三角形の最長の辺上にあるか，真ん中の長さの辺上にある

かのいずれかである．

２．Ａが鈍角の鈍角三角形ＡＢＣでＡＢ＝１，ＢＣ＝ｔ，∠ＡＢＣ＝θ，ＡＣ＜ＡＢとす

る．このとき，１＜ｔ＜２であり，方程式 ＝ の解ををｔ すると０

（ⅰ）１＜ｔ≦ｔ のとき θ ＝ でθ をさだめれば０ ０ ０tan

BC AB０＜θ＜θ のとき正方形の１辺が 上にあるときでθ ＜θのとき正方形の１辺が０ ０

上にあるときである．

（ⅱ）ｔ ＜ｔ＜２のとき０

常に正方形の１辺が 上にあるときである．BC

2

2

2
t

4-t2

t

t-1
t

2t(t-1)
2t-1

2

4-t2

t
2t(t-1)
2t-1

2t(t-1)
2t-1

4-t2

t
2t(t-1)
2t-1
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第７節 鈍角三角形に内接する最小の正方形

残された問題は，鈍角三角形に内接する最小の正方形を求めることである．

対称性より｜ｂ｜≦ａとしてよい．さらに鈍角三角形であるからａ＜ である．

ＯＡとｘ軸のなす角をθとする．

（ⅰ）０≦ θ≦ａtan

（ⅱ）ａ≦ θ≦tan

（ⅲ） ≦ θtan

に分けて調べる．

（ⅰ）０≦ θ≦ａ のとき．tan

を通り傾きａの直線とＢを通C

り傾きｂの直線との交点Ｐのｙ

座標は

（ａ－ｂ）ｙ＝ａ θ＋（ａ－ａｂ－ｂ） θsin cos

＝ｍ （θ＋α）sin

ただし ｍ＝ ， α＝tan

（２）

ａ≦ θ≦ のtan

とき．

ＰとＢは一致する

から，点Ｐのｙ座

標は

ｙ＝ θ＋ θ＝ （θ＋ ）sin cos sin

（ⅲ）

≦ θtan

のとき

点 を通り傾きB

ａの直線と点Ａ

を通り傾きｂの

直線交点を とすると，点 のｙ座標ｙはP P

-
1
b

-
1
b

-
1
b

a2+(a-ab-b)2
a-ab-b
a

-
1
b

2
π

4

-
1
b
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（ａ－ｂ）ｙ＝（ａ－ａｂ－ｂ） θ－ｂ θ＝ （θ＋γ）sin cos sin

ただし γ＝tan

， ，tanθ０＝ａでθ０を定めるとθ０≦ ≦θ０で議論の進め方が異なるからａ≦１

１≦ａで場合分けする．

（Ⅰ）１≦ａのとき

（ⅰ）の場合

θ０＝ａでθ０を定めると， ≦θ０．tan

一方 α＝ ＞１であるから ＜αtan

∴ α＜ ＜θ０＋α

したがって，この範囲のｙ座標の最大値は

（ⅱ）の場合

＜θ０＋ であるから，Ｐのｙ座標はこの範囲で単調減少．

（ⅲ）の場合．

（ⅲ）の場合の最大値は｜ｂ｜＜ａより（ⅰ）の場合より大きくなることはない．

以上より，θ＝ －α （ α＝ ）のときｙ座標が最大になる．したがってtan

このとき，内接する正方形は最小になる．

（Ⅱ） ０＜ａ＜１のとき

θ０＝ａでθ０を定めると，θ０≦ ．tan

ａ， ＝－ｂtanB= tanC

したがって

（ )＝ ＞０tan B+C

∴ ａｂ＋１＞０

さらに－ｂ＜ａ

(a-ab-b)2+b2

a-ab-b
-b

π

4
π

4

π

4

a-ab-b
a

π

4

π

2

a2+(a-ab-b)2

a-b

π

2
π

4

π

2
a-ab-b
a

π

4

1+ab
a-b
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∴ １＜ ＜ ∴０＜ａ＜１＜

（ⅰ）の場合．

θ０＝ａ， α＝ よりtan tan

（θ０＋α）＝tan

よりａ－ａｂ－ｂ≦１，ａ－ａｂ－ｂ＞１に分けて議論する．

（Ａ）０＜ａ－ａｂ－ｂ≦１のとき

（ⅰ）の場合．θ０＋α≦ であるからθ＝θ０で最大値をとる．

（ⅱ）の場合．ａ＜１＜ よりθ０＜ ＜θ１よりθ＝ で最大値をとる．

（ⅲ）の場合．

θ１＝ より （θ１＋γ）＝ ＜０ であるからtan tan

θ１＋γ＞

よって，θ＝θ１で最大値を取る．

以上より （ⅱ）の端点と（ⅰ）の最大値 （ⅲ）の最大値が一致するから，この場合， ，

（ ） ． ．は ⅱ のθ＝ で最大値をもつ すなわちθ＝ のとき内接三角形は最小になる

（ ） １＜ａ－ａｂ－ｂのときB

（ⅰ）の場合 （θ０＋α）＝ ＜０より θ０＋α＞tan

したがってθ＝ －αで最大値をとる．

（ⅱ）の場合．θ０＜ ＜θ１より θ０＋ ＜ ＜θ１＋

したがってθ＝ で最大値をとる．

（ⅲ）の場合．｜ｂ｜＜ａより （ⅰ）の場合の最大値を超えることはない，

1
a

-
1
b

-
1
b

a-ab-b
a

a+
a-ab-b
a

1-(a-ab-b)

π

2

-
1
b

π

4
π

4

-
1
b

-
1
b
+
a-ab-b
-b

1-
a-ab-b
1

π

2

π

4
π

4

a+
a-ab-b
a

1-(a-ab-b)
π

2

π

2

π

4
π

4
π

2
π

4

π

4
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したがって（ⅰ）の場合の最大値 と（ⅱ）の場合の最大値 の大小を

調べればよい．両辺を平方し，

２ ２ ２ａ ＋（ａ－ａｂ－ｂ） －２（ａ－ｂ）

＝ｂ（ａ ｂ－ｂ－２ａ ＋２ａｂ＋２ａ）２ ２

（ⅰ）の最大値＞（ⅱ）の最大値 ⇔ ａ ｂ－ｂ－２ａ ＋２ａｂ＋２ａ ＜０２ ２

ｂ（ａ ＋２ａ－１）＜２ａ －２ａ２ ２

ａ ＋２ａ－１＞０（ －１＜ａ）のときｂ＜２

ａ ＋２ａ－１＜０（０＜ａ＜ －１）のときｂ＞２

ちょっと複雑になったから整理しよう．

０＜ａ＜１，ａ－ａｂ－ｂ＞１，ａ＞－ のとき考えている．不等式は領域で考えて方b

がやりやすいので．図示すると右図になり，②，③だけである．さらに

（ⅰ）の最大値＞（ⅱ）

の最大値

⇔ ③の部分

（ｂ＝ のグラフ

はａ＝ －１が漸近線

で，グラフの０＜ａ＜

－１の部分はｘ軸よ

り上にあることに注意す

る）

a2+(a-ab-b)2

a-b
2

a2+2a-1
2a2-2a

a2+2a-1
2a2-2a

2

2

a2+2a-1
2a2-2a

2

2
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以上の議論をまとめると次のようになる．

∠Ａが鈍角である△ＡＢＣ

で辺ＢＣをｘ軸上においた

とき，辺ＡＢの傾きをａ，

辺ＢＣの傾きをｂとする．

対称性より－ｂ≦ａとして

考える．

このとき内接する正方形が一番小さくなるのは

①のとき（ⅱ）の場合に存在する

②のとき（ⅱ）の場合に存在する

③のとき（ⅰ）の場合に存在する

④のとき（ⅰ）の場合に存在する

⑤のとき（ⅰ）の場合に存在する

⑥のとき（ⅱ）の場合に存在する


