
算術ー幾何平均不等式のいろいろな証明
算術ー幾何平均不等式には多くの証明法があります．ここでは，よく知られた，

高校生でも十分理解できる証明を紹介します．

算術ー幾何平均不等式とは次の定理です．

定理 ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ をｎ個の正の数とする．このとき次の不等式が成り１ ２ ｎ

立つ．

≧

ただし，等号が成り立つのはｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ のとき．１ ２ ｎ

証明１（コーシーによる）

（等号はｘ ＝ｘ のとき）の ｘ ，ｘ にそれぞれ１ ２ １ ２

， を代入すれば

≧（ ・ ） 等号は ＝

≧（ ・ ）

１ ２ ３ ４等号はｘ ＝ｘ ，ｘ ＝ｘ

＝

両方等号が成り立つのは ｘ ＝ｘ ＝ｘ ＝ｘ のとき．１ ２ ３ ４

この操作を繰り返しおこなうことによりｎ＝２ のとき成り立つことが証明されｋ

る．

次に，ｎ≠２ のときを考える．ここでは，２ ＜ｎ＜２ とする．ｋ ｋ－１ ｋ

ｃ＝

とおく．ｃを（２ －ｎ）個付け加え２ 個とし，ｋ ｋ

２＾ｋ－ｎ １／２＾ｋ≧（ ｘ ｘ ・・・ｘ ｃ ）１ ２ ｎ
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・・・①

が成り立つ．ただし，等号はｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ ＝ｃ１ ２ ｎ

①の左辺はｃであるから，両辺を２ 乗するとｋ

２＾ｋ ２＾ｋ －ｎｃ ≧ｘ ｘ ・・・ｘ ｃ１ ２ ｎ

１ ２ ｎ∴ ｃ ≧ ｘ ｘ ・・・ｘｎ

∴ ≦ｃ＝

等号は ｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ のとき１ ２ ｎ

証明２（微分を用いる）

ｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ＝ａのときｘ ｘ ・・・ｘ の最大値が であるこ１ ２ ｎ １ ２ ｎ

とを数学的帰納法で証明する．

（ⅰ）ｎ＝１のときは明らか．

（ⅱ）ｎ＝ｋのとき成り立つ，すなわちｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ＝ａのときｘ ｘ１ ２ ｋ １

・・・ｘ の最大値が であることを仮定する．２ ｋ

ｎ＝ｋ＋１のとき．

ｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ＋ｘ ＝ａのｘ を固定し，ｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ＝１ ２ ｋ ｋ＋１ ｋ＋１ １ ２ ｋ

ａ－ｘ とすると，ｋ＋１

（ｘ ｘ ・・・ｘ の最大値）１ ２ ｋ＋１

＝｛ｘ （ ） の０≦ｘ ≦ａにおける最大値｝ｋ＋１ ｋ＋１
ｋ

が成り立つ．そこで

ｆ（ｘ）＝ｘ（ ） ＝ （０≦ｘ≦ａ）ｋ

の最大値を求める．ｆ’（ｘ）を計算すると

ｋ ｆ’（ｘ）＝－（ｋ＋１）（ａ－ｘ） （ｘ－ ）ｋ ｋ－１

より，ｆ（ｘ）はｘ＝ で最大値をとる．よって



（ｘ ｘ ・・・ｘ の最大値）＝１ ２ ｋ

（ⅰ），（ⅱ）よりｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ＝ａのときｘ ｘ ・・・ｘ の最大値１ ２ ｎ １ ２ ｎ

は である．

証明３ （Ehlersによる）

ｘ ｘ ・・・ｘ ＝ａ （ｘｉ＞０）のときｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ≧ｎａ１ ２ ｎ １ ２ ｎ
ｎ

が成り立つことを証明する．

ｎ＝１のときは明らかに成り立つ．

ｎ＝ｋのとき成り立つと仮定する．すなわち

ｘ ｘ ・・・ｘ ＝ａ のとき ｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ≧ｋａ が成り立つこ１ ２ ｋ １ ２ ｋ
ｋ

とを仮定する．そこで ｘ ｘ ・・・ｘ ＝ａ のとき考える．１ ２ ｋ＋１
ｋ＋１

もし，ｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ ＝ａのときは１ ２ ｋ＋１

ｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ＝（ｋ＋１）ａ ・・・①１ ２ ｋ＋１

であるので，ｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ が成り立たないとき示せば十分である．１ ２ ｋ＋１

ｘ ＜ａと仮定する．このとき，ｘ ｘ ・・・ｘ ＝ａ であるからｘ から１ １ ２ ｋ＋１ ２
ｋ＋１

ｘ までのどれかはａより大きい．そこで，ｘ ＞ａとしても一般性を失わない．ｋ＋１ ２

このとき，

（ｘ －ａ）（ｘ －ａ）＜０ ∴ ｘ ｘ ＋ａ ＜ａ（ｘ ＋ｘ ）１ ２ １ ２ １ ２
２

したがって

１ ２ ｋ＋１ ２ ｋ＋１ｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ＞ａ＋ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ

ここで， ｘ ・・・ｘ ＝ａ でであるから数学的帰納法の仮定より３ ｋ＋１
ｋ

＋ｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ≧ｋａ３ ４ ｋ＋１

∴ ｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ＞（ｋ＋１）ａ ・・・②１ ２ ｋ＋１

①，②より任意の自然数ｎで

ｘ ｘ ・・・ｘ ＝ａ （ｘ ＞０）のときｘ ＋ｘ ＋・・・＋ｘ ≧ｎａ１ ２ ｎ ｉ １ ２ ｎ
ｎ



が成り立つ．

証明４（Jacobsthalによる）

Ａ ＝ ，Ｇ ＝ｎ ｎ

とする．このとき

＝

ｎ＝ ＝Ａ

∴ Ａ ＝ ・・・①ｎ

次に ｆ（ｘ）＝ｘ －ｎｘ＋ｎ－１ （ｘ＞０） を考える．ｎ

ｆ’（ｘ）＝ｎｘ －ｎ＝ｎ（ｘ －１）ｎ－１ ｎ－１

ｆ”（ｘ）＝ｎ（ｎ－１）ｘ ＞０ｎ－２

およびｆ（１）＝０，ｆ’（ｘ）＝０より

ｘ≧０でｆ（ｘ）≧０が成り立つ．等号が成り立つのはｘ＝１．

ｆ（ｘ）にｘ＝ を代入すると，

（ ） ≧ｎ －ｎ＋１ｎ

が成り立つ．したがって，

∴ Ａ ＝ｎ

≧

ｎ－１ ｎ ｎ－１＝ Ａ ＋Ｇ － Ｇ



∴ Ａ －Ｇ ≧ （Ａ －Ｇ ）ｎ ｎ ｎ－１ ｎ－１

したがって

Ａ －Ｇ ≧ （Ａ －Ｇ ）ｎ ｎ ｎ－１ ｎ－１

≧ （Ａ －Ｇ ）２ ２

＝ ≧０

∴

証明５（凸性の利用．詳しくは重要不等式のファイルを参考にしていただきた

い）

補助命題１ ｆ（ｘ）に２次導関数が存在し，（ａ，ｂ）でｆ”（ｘ）＞０を

満たすとする．このときａ＜ｘ ＜ｂを満たすｘ （１≦ｘ ≦ｎ）とα ＋α ＋・ｉ ｉ ｉ １ ２

・・＋α ＝１ をみたすα （≧０）でｎ ｉ

α ｆ（ｘ ）≧ｆ（ α ｘ ）ｉ ｉ ｉ ｉ

が成り立つ．

証明 ＝ α ｘ とおくと，ａ＜Min（ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ ）≦ ≦Maxｉ ｉ １ ２ ｎ

（ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ ）が成り立つ．ここで各ｘ について平均値の定理より１ ２ ｎ ｉ

２ｆ（ｘ ）＝ｆ（ ）＋ｆ’（ ）（ｘ － ）＋ （ｘ － ）ｉ ｉ ｉ

（ａ＜ξ＜ｂ）

が成り立ち，ｆ”（ξ）＞０ であるから

ｆ（ｘ ）≧ｆ（ ）＋ｆ’（ ）（ｘ － ）ｉ ｉ

∴ α ｆ（ｘ ）≧α ｆ（ ）＋α ｆ’（ ）（ｘ － ）ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ



各ｉについて辺々加えると

α ｆ（ｘ ）≧ α ｆ（ ）＋ｆ’（ ）（ α ｘ － α ）ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ ｉ

＝ｆ（ ）

∴ α ｆ（ｘ ）≧ｆ（ α ｘ ）ｉ ｉ ｉ ｉ

次の補助命題は同様である．

補助命題２ ｆ（ｘ）に２次導関数が存在し，（ａ，ｂ）でｆ”（ｘ）＜０を

満たすとする．このときａ＜ｘ ＜ｂを満たすｘ （１≦ｘｉ≦ｎ）とα ＋α ＋ｉ ｉ １ ２

・・・＋α ＝１ をみたすα （≧０）でｎ ｉ

α ｆ（ｘ ）≦ｆ（ α ｘ ）ｉ ｉ ｉ ｉ

が成り立つ．

定理の証明 ｆ（ｘ）＝logｘとおく．このときｆ”（ｘ）＝－ （＜０）で

ある．補助命題２より任意の正の数ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ とα ＝ について１ ２ ｎ ｉ

が成り立つから

を得る．

補助命題より容易に得られる性質を述べる．

定理 Ａ ，Ａ ，・・・，Ａ が０＜Ａ ＜πを満たすとき１ ２ ｎ ｉ



≦sin

が成り立つ．

証明 ｆ（ｘ）＝sinｘとおくと（０，π）でｆ”（ｘ）＝－sinｘ＜０であるか

ら

≦sin

が成り立つ．

系 △ＡＢＣにおいてsinＡ＋sinＢ＋sinＣ≦３sin

定理 ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ を正の数，ｋを正の整数とする．このとき１ ２ ｎ

≦

が成り立つ．

証明 ｆ（ｘ）＝ｘ とおくとｘ＞０でｆ”（ｘ）＞０であるからｋ

（ ） ≦ｋ

∴ ≦

（算術ー幾何平均不等式のいろいろな証明終わり）

sinA1+sinA2+・・・+sinAn

n
A1+A2+・・・+An

n

sinA1+sinA2+・・・+sinAn

n
A1+A2+・・・+An

n

x1+x2+・・・+xn
n

k x1k+x2k++xnk

n

x1+x2+・・・+xn
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n


