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重要不等式
数学の競技において，よく利用される算術，幾何，調和平均不等式，コーシー不等式およびヘル

だー不等式について解説します．

ここで用いる，関数の凸性（ｆ”（ｘ）＞０またはｆ”（ｘ）＜０）を利用する方法はとても応

用範囲が広く，皆さんも，具体的な関数で不等式を作ることをお勧めします．

ここでは，関数の性質を利用して，不等式の性質を調べます．

１ ２ ｎ １ ２ ｎ ｉ ｉまず，ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ に対して λ ＋λ ＋・・・＋λ ＝１ ，λ ≧０ を満たすλ

を用いて を

＝λ ｘ ＋λ ｘ ＋・・・＋λ ｘ ・・・①１ １ ２ ２ ｎ ｎ

によって定義します．この をｘ ，ｘ ，・・・，ｘ の重みつき平均といいます．なお通常の平均１ ２ ｎ

はλ ＝ のときで，実際にはλ ＝ のとき扱う場合が多い．ｉ ｉ

さて，平均値の定理すなわち

２ｆ（ｘ）＝ｆ（ａ）＋ｆ’（ａ）（ｘ－ａ）＋ （ｘ－ａ）

より，ｘ についてｉ

ｆ（ｘ ）＝ｆ（ ）＋ｆ’（ ）（ｘ － ）＋ （ｘ － ） ・・・①ｉ ｉ ｉ
２

が成り立ちます．

①をλ 倍し辺々加えるとｉ

２λ ｆ（ｘ ）＝ ｆ（ ）＋ λ （ｘ － ）ｉ ｉ ｉ ｉ

（∵ λ ＋λ ＋・・・＋λ ＝１， ＝λ ｘ ＋λ ｘ ＋・・・＋λ ｘ ）１ ２ ｎ １ １ ２ ２ ｎ ｎ

したがって次の定理が成り立ちます．

定理１ 各ｉについてａ≦ｘ ≦ｂを満たす．区間〔ａ，ｂ〕上で定義された関数ｆ（ｘ）とｉ

λ ＋λ ＋・・・＋λ ＝１，０≦λ ≦１ を満たすλ について次が成り立つ．１ ２ ｎ ｉ ｉ

（１）（ａ，ｂ）でｆ”（ｘ）＞０のとき

λ ｆ（ｘ ）≧ ｆ（ λ ｘ ）ｉ ｉ ｉ ｉ

（２）（ａ，ｂ）でｆ”（ｘ）＜０のとき

λ ｆ（ｘ ）≦ ｆ（ λ ｘ ）ｉ ｉ ｉ ｉ

（１），（２）とも，等号が成り立つのは ｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ のときである．１ ２ ｎ
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注意 実際に用いるのは λ ＝ のは場合が多いのですが，証明を見れば分かるようにλ の場合もｉ ｉ

の場合も手間は同じです．さらに一般の場合は全体の見通しがよくなるという効果もあります．

定理１から導き出せる例を挙げましょう．

例１．ｆ（ｘ）＝log ｘ は０＜ｘでｆ”（ｘ）＜０ですから λ ＝ とすればｉ

正の数ｘ についてｉ

≦

が成り立ちます．

２．ｆ（ｘ）＝ は ０＜ｘでｆ”（ｘ）＞０，０＜ｘでｆ”（ｘ）＜０ですから

λ ＝ とすれば，正の数ｘ についてｉ ｉ

≦

負の数ｘ についてｉ

≧

が成り立ちます．これは算術平均と調和平均の関係です．

３．正の数ａ，ｂ，ｃについてａ＋ｂ＋ｃ＝１を満たすとき，

ｆ（ｘ）＝ を用いれば，任意の正の数ｘ，ｙ，ｚで

・・・①

が成り立ち，さらに①にｘ＝ ， ｙ＝ ， ｚ＝

を代入すれば

２ ２ ２≦ａ ＋ｂ ＋ｃ
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が成り立ちます．

ｆ（ｘ）＝ｘ を用いれば任意の正の数ｘ，ｙ，ｚで３

３ ３ ３ ３（ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ） ≦ａｘ ＋ｂｙ ＋ｃｚ

ｘ＝ ， ｙ＝ ， ｚ＝ を代入すれば

２７≦

を得ます．

４．ｆ（ｘ）＝sinｘ は（０，π）でｆ（ｘ）＜０．したがって△ＡＢＣで

≦sin ＝

が成り立ちます．等号が成り立つのはＡ＝Ｂ＝Ｃ．すなわち正三角形のときです．

△ＡＢＣの外接円の半径をＲとすると，△ＡＢＣの周の長さは

ａ＋ｂ＋ｃ＝２Ｒ（sinＡ＋sinＢ＋sinＣ）

であるから，円が与えられたとき，その円に内接する周の長さの一番長い三角形は正三角形である

ことが分かります．

５．ｆ（ｘ）＝log sinｘ とおくと ｆ”（ｘ）＝－ ＜０より △ＡＢＣで

≦log sin ＝log

３∴ sinＡsinＢsinＣ≦（ ）

等号が成り立つのは正三角形のときです．

注意 以上挙げた例以外にもｆ（ｘ）＝cosｘ，tanｘ，ａ 等で新しい不等式を作ってみましょう．ｘ

なお，なお，積の場合は例５のようにlogを用いると解決する場合が多いです．

次に通常の平均の概念を拡張してます．すなわち，

正の数ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ に対して１ ２ ｎ

λ ＋λ ＋・・・＋λ ＝１ ，λ ≧０ を満たすλ＝（λ λ ・・・，λ ）により１ ２ ｎ ｉ １， ２， ｎ

を ＝λ ｘ ＋λ ｘ ＋・・・＋λ ｘ ・・・①１ １ ２ ２ ｎ ｎ

によって定義し，この重み付き平均 をここでは ｘ＝（ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ ）のλ平均とい１ ２ ｎ

1
a

1
b

1
c

a2
1
+
b2
1
＋

１

c2

sinA+sinB+sinC
3

A+B+C
3

3
2

sin2x
1

logsinA+logsinB+logsinC
3

A+B+C
3

3
2

3
2

xx

x



- 4 -

い，さらに Ｍ （ｘ，λ） をｔ

Ｍ （ｘ，λ）＝（λ ｘ ＋λ ｘ ＋・・・＋λ ｘ ） ・・・②ｔ １ １ ２ ２ ｎ ｎ
ｔ ｔ ｔ １／ｔ

によって定義し，この Ｍ （ｘ，λ）をｘ＝（ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ ） のｔ乗λ平均といいまｔ １ ２ ｎ

す．さらに，λ＝（ ， ，・・・， ）のときの②を

Ｍ （ｘ）＝ ・・・③ｔ

とあらわし，ｘ＝（ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ ）のｔ乗平均と呼びます．１ ２ ｎ

注意 言葉で言うと分かりづらいが，要するに各ｘ をｔ乗しその平均をとりそのｔ乗根をｔ乗平ｉ

均といいます．一般に，単調増加または単調減少な関数ｆ（ｘ）で逆関数ｆ （ｘ）が存在するの－１

で

ｆ （ ） ・・・④－１

が定義でき，④をｘ ，ｘ ，・・・，ｘ のｆー平均といいます．１ ２ ｎ

状況に応じていろいろな平均を考えます．標準偏差の定義ではｆ（ｘ）＝ｘ を用い，２点間２

の速さの平均ではｆ（ｘ）＝ を用います．前者を平方平均，後者を調和平均といいます．

ｔ乗平均Ｍ （ｘ）で名前の付いているのは次の３つです．ｔ

Ｍ （ｘ）＝ （算術平均）１

Ｍ （ｘ）＝ （調和平均）－１

Ｍ２（ｘ）＝ （平方平均）

次に Ｍ （ｘ）を考えますがそのままでは定義できないのでｔ→０を考えます．０

Ｍ （ｘ）＝exp(logＭ （ｘ）)＝exp( )ｔ ｔ

ロピタルの定理より の分母，分子をｔで微分し

ｔ→０とすれば，

Ｍ （ｘ） → exp( （ｔ→０）ｔ

(
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＝

したがって， Ｍ （ｘ）＝ と定義することは自然です．０

さて，正の数ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ を固定したとき１ ２ ｎ

Ｍ （ｘ）＝ｔ

の値がｔの値によってどのように変わるかを調べます．

まず，ｆ（ｘ）＝ｘlog ｘ （ｘ＞０）を考える．

ｆ”（ｘ）＝ より ｆ”（ｘ）＞０

したがって，

≧

（ ）log( )

等号が成り立つのはｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ のとき．１ ２ ｎ

次に

・・・①

＝ ・・・②

が成り立ちます．これから示すことは，①が正であることを示し，②より Ｍ （ｘ）＞０すなわちｔ

Ｍ （ｘ）がｔについて単調増加であることを示すことです．ｔ

logＭ （ｘ）＝log ＝ｔ

ですから，

log Ｍ （ｘ）＝ ｛ ｝ｔ

より，①は

(
x1t+x2t+・・・+xnt

n
)1／ｔ

１
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ｘ１logｘ１+ｘ２logｘ２＋・・・+ｘｎlogｘｎ
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ｎ
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ｎ
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ｔ
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ｘ１
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・

ｄｔ
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Ｍｔ（ｘ）

(
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n
)1／ｔ
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ｔ＋ｘ２
ｔ＋・・・ｘｎ

ｔ）
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＝ ・ ｛ ｝

＝ ・ ｛ ｝

＝ ｛（logx ）x ++(logx )x ｝－（ ）log（ )｝1 1 n n
t t t t

ここで，すでに

≧

（ ）log( )

が証明されており，Ｍ （ｘ）＞０であるからｔ

ｄＭ （ｘ）／ｄｔ ≧０ｔ

が証明されました．なお等号が成り立つのはｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ のときに限ります．１ ２ ｎ

したがって，次の定理が証明されました．

定理２ ｘ＝（ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ ）のｔ乗平均１ ２ ｎ

Ｍ （ｘ）＝ｔ

はｔについて増加関数である．さらに， ｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ のときは１ ２ ｎ

ｔ １Ｍ （ｘ）≡ｘ

であり， ｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ でないとき Ｍ （ｘ） はｔについて狭義の増加関数です．１ ２ ｎ ｔ

Ｍ （ｘ）＝ （算術平均）１

Ｍ （ｘ）＝ （幾何平均）０

Ｍ （ｘ）＝ （調和平均）－１

Ｍ （ｘ）＝ （平方平均）２

に関しては定理２より

Ｍ （ｘ）≦ Ｍ （ｘ） ≦ Ｍ （ｘ） ≦Ｍ （ｘ）－１ ０ １ ２

が成り立ちます．等号が成り立つのは ｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ の場合に限る．１ ２ ｎ

(
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さらに Ｍ （ｘ）＝ のｔ→∞，ｔ→－∞ のときの極限を調べます．ｔ

１ ２ ｎ ｎmax(ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ ) ＝ｘ

とすると

≦ Ｍ （ｘ） ≦ｘ （∵左の不等式はｘ 以外を０，右の不等式はすべてｘ にする）ｔ ｎ ｎ ｎ

より，ｔ→∞のとき Ｍ （ｘ） →ｘ ＝ max(ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ )ｔ ｎ １ ２ ｎ

次に ｘ＝(ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ ) について１ ２ ｎ

＝（ ， ，・・・， ）

と定義すると Ｍ （ｘ）＝ であすからｔ→－∞のときのＭ （ｘ）の極限値は－ｔ ｔ

ｔ→∞ のときの Ｍ （ｘ）極限値であり，それは－ｔ

max（ ， ，・・・， ） の逆数すなわち min(ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ ) です．１ ２ ｎ

以上のことより

min(ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ )≦・・・≦Ｍ （ｘ）≦ Ｍ （ｘ） ≦ Ｍ （ｘ） ≦Ｍ （ｘ）１ ２ ｎ －１ ０ １ ２

・・・≦ max(ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ )１ ２ ｎ

が成り立つことが分かりました．

雰囲気はだいぶ変わりますが，不等式の証明を続けます．

これからは，ｘ＞０で定義されたｘの関数

ｆ（ｘ）＝ｘ －ａｘ＋ａ－１ａ

を利用して考えます．これはとても役に立つことがだんだん分かってくると思います．また，大学

入試問題にもしばしば登場する関数です．

まず，ｆ（ｘ）のグラフを考えるために微分をしましょう．

ｆ’（ｘ）＝ａｘ －ａ＝ａ（ｘ －１）ａ－１ ａ－１

よりａの値にかかわらずｆ’（１）＝０．さらに

ａ－２ｆ”（ｘ）＝ａ（ａ－１）ｘ

よりｘ＞０において

ａ＜０，１＜ａのときｆ”（ｘ）＞０，すなわちｘ＝１で最小値をとる．

０＜ａ＜１のとき ｆ”（ｘ）＜０，すなわちｘ＝１で最大値をとる．

ｆ（１）＝０であるから次が成り立ちます．

定理３ ｘ＞０において
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ａ＜０，１＜ａのときｆ（ｘ）＝ｘ －ａｘ＋ａ－１≧０ａ

０＜ａ＜１のとき ｆ（ｘ）＝ｘ －ａｘ＋ａ－１≦０ａ

が成り立つ．２つの不等式とも等号が成り立つのはｘ＝１のとき．

まず，この定理を応用して算術ー幾何平均不等式を拡張しましょう．

０＜ａ＜１のとき ｆ（ｘ）＝ｘ －ａｘ＋ａ－１≦０ａ

のｘに を代入する．

ｆ（ ）＝（ ） －ａ・ ＋ａ－１ ≦０ａ

等号が成り立つのはｘ＝ｙのとき．

両辺にｙをかけると

ｘ ｙ ≦ａｘ＋（１－ａ）ｙａ １－ａ

０＜ａ＜１ であるからａ＝ ，１－ａ＝ とおけば ＋ ＝１であり

ｘ ・ ｙ ≦ ＋ （等号はｘ＝ｙのとき）１／ｐ １／ｑ

これは２変数の算術ー幾何平均不等式すなわち相加相乗平均の拡張です．すなわちｐ＝ｑ＝２のと

きが相加相乗平均です．

上述の関数を用いて，ｎ変数の拡張された算術ー幾何平均不等式を数学的帰納法で証明しましょ

う．すなわち次の定理を証明します．

定理４ ｘ ≧０，α ＞０，α ＋α ＋・・・＋α ＝１のときｉ ｉ １ ２ ｎ

ｉ ｉ ｉｘ ≦ α ｘαｉ

が成り立つことを仮定すれば

ｙ ≧０，β ＞０，β ＋β ＋・・・＋β ＝１のときｉ ｉ １ ２ ｎ＋１

ｙ ≦ β ｙ ・・・・・①ｉ ｉ i
βｉ

が成り立つ．

証明 β ＋β ＝γとおきｎ ｎ＋１

ｙ ・ｙ ＝ｚｎ ｎ＋１
βｎ／γ βｎ＋１／γ

とおく．このとき

β ＋β ＋・・・＋β ＋γ＝１１ ２ ｎ－１

が成り立つ．
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β１ β２ βｎ＋１ｙ ｙ ．．．ｙ１ ２ ｎ＋１

β１ βｎ－１ γ＝ｙ ・・・ｙ ｚ１ ｎ－１

≦β ｙ ＋β ｙ ＋・・・＋β ｙ ＋γｚ （∵帰納法の仮定）１ １ ２ ２ ｎ－１ ｎ－１

ここで

ｎ ｎ＋１ ｎ ｎ＋１ｚ＝ ｙ ・ｙ で ＋ ＝１ より ｚ≦ ・ｙ ＋ ・ｙβｎ／γ βｎ＋１／γ

ｎ ｎ ｎ＋１ ｎ＋１∴ γｚ≦ β ｙ ＋β ｙ

したがって，

１ ２ ｎ＋１ １ １ ２ ２ ｎ＋１ ｎ＋１ｙ ｙ ．．．ｙ ≦β ｙ ＋β ｙ ＋・・・＋β ｙβ１ β２ βｎ＋１

が成り立ち証明されました．等号が成り立つのは，証明において不等号は２つあり，最初の不等式

が等号であるのは

ｙ ＝ｙ ＝・・・＝ｙ ＝ｚ ・・・①１ ２ ｎ－１

２番目の不等式が等号であるのは

ｙ ＝ｙ ・・・②ｎ ｎ＋１

②のときｚ＝ｙ ・ｙ ＝ｙ ですからｎ ｎ＋１ ｎ
βｎ／γ βｎ＋１／γ

等号が成り立つのはｙ ＝ｙ ＝・・・＝ｙ のときです．１ ２ ｎ＋１

さて，もう一度議論を戻しましょう．

定理３ ｘ＞０において

ａ＜０，１＜ａのときｆ（ｘ）＝ｘ －ａｘ＋ａ－１≧０ａ

０＜ａ＜１のとき ｆ（ｘ）＝ｘ －ａｘ＋ａ－１≦０ａ

が成り立つ．２つの不等式とも等号が成り立つのはｘ＝１のとき．

を利用して，０＜ａ＜１のときｆ（ｘ）のｘに を代入し，さらにａ＝ とおいて

定理４ ｐ，ｑが ＋ ＝１，ｐ＞１のとき，正の数ｘ，ｙに対して

ｘ ・ ｙ ≦ ＋１／ｐ １／ｑ

が成り立つ．ただし等号が成り立つのはｘ＝ｙのときである．

が示されました．しかし，注意が必要です．上の定理３で ａ＜０，１＜ａ と ０＜ａ＜１ で

は不等号の向きが変わります．さらにａ＝ とおいています．

ここで ＋ ＝１ のときのｐ，ｑの関係を確認しましょう．

βn

γ

βn+1

γ

βn

γ

βn+1

γ

x
y

1
p

1
p

1
q

p
x

q
y

1
p

1
p

1
q
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ｑ＝１＋ より，ｐ，ｑの関係式は右のグラフとなる

ので，

１＜ｐのとき１＜ｑ

０＜ｐ＜１のときｑ＜０

ｐ＜０のとき０＜ｑ＜１

したがって，ａ＝ に注目し，まとめると次のようになる．

定理５ ｐ，ｑが ＋ ＝１を満たす，このとき，正の数ｘ，ｙに対して

ｐ＞１なら ｘ ・ ｙ ≦ ＋ ・・・①１／ｐ １／ｑ

ｐ＜０，０＜ｐ＜１なら ｘ ・ ｙ ≧ ＋ ・・・②１／ｐ １／ｑ

が成り立つ．ただし等号が成り立つのはｘ＝ｙのときである．

①については面積比較で考えた方が分かりやすい．すなわち，

ｆ（ｘ）＝ｘ とおく． ＋ ＝１のとき ａ＞０，ｂ＞０に対してｐ－１

ｆ（ｘ）ｄｘ＋ ｆ （ｘ）ｄｘ＝ ＋－１

（左の積分の上端はａ ，右の積分の上端はｂ ）１／ｐ １／ｑ

である．一方右図の面積を比較することにより，

ａ ・ ｂ ≦ ＋１／ｐ １／ｑ

が成り立つ．等号が成り立つのは，

１／ｑ １／ｐ ｐ－１／ｐｂ ＝ｆ（ａ ）＝ａ

＋ ＝１ のとき ＝ であるからａ＝ｂのときです．

上の定理を利用して，新しい定理を導き出します．

正の数ｘ ，ｘ ，・・・，ｘ ，ｙ ，ｙ ，・・・，ｙ に対して１ ２ ｎ １ ２ ｎ

ｐ ｑＸ＝ ｘ ，Ｙ＝ ｙｉ ｉ

a^1/p

0

b^1/q

0

n

i=1

n

i=1

p－1
1
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1
p

1
q

p
x
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y

p
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a
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b
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q
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q

p－1
p
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y

O
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とおき，定理のｘ，ｙにそれぞれ ， を代入する．

ｐ＞１のとき

（ ） （ ） ≦ ＋ ・・・①１／ｐ １／ｑ

したがって，各ｉについて加えることにより

・ ≦ （ ＋ ）＝ ＋ ＝１

∴ ｘ ｙ ≦ ・ｉ ｉ

＝ ・

ｐ＜０，０＜ｐ＜１のときは不等号の向きが逆になります．

等号が成り立つのは①の各ｉで

＝

が成り立つ．すなわち

ｘ ： ｙ ＝Ｘ：Ｙｉ ｉ
ｐ ｑ

したがって，

ｐ ｑ ｐ ｑ ｐ ｑｘ ： ｙ ＝ｘ ： ｙ ＝・・・＝ ｘ ： ｙ１ １ ２ ２ ｎ ｎ

のときです．

以上まとめると次の定理になります．なお，この不等式をヘルダーの不等式といいます．

定理６ ｐ，ｑが ＋ ＝１を満たす，このとき，正の数ｘ，ｙに対して

ｐ＞１なら ｘ ｙ ≦ ・ｉ ｉ

ｐ＜０，０＜ｐ＜１なら ｘ ｙ ≧ ・ｉ ｉ

が成り立つ．ただし等号が成り立つのは

ｐ ｑ ｐ ｑ ｐ ｑｘ ： ｙ ＝ｘ ：ｙ ＝・・・＝ｘ ： ｙ１ １ ２ ２ ｎ ｎ

のときです．

ヘルダー不等式のｐ＝２の場合がコーシー不等式すなわち次の定理です．

n

i=1

n

i=1

n

i=1

n

i=1

n

i=1
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X
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Y pX
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qY
yiq 1

p
1
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q Y
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p X q Y

xip

X
yiq

Y

1
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1
q

p n

i=1

xip
q n

i=1

yiq

q n

i=1

yiq
p n

i=1

xip

q n

i=1

yiq
p n

i=1
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定理７ ａ ，・・・，ａ ，ｂ ，・・・，ｂ を実数とする．このとき１ ｎ １ ｎ

（ ａ ｂ ） ≦（ ａ ）（ ｂ ）ｉ ｉ ｉ ｉ
２ ２ ２

が成り立つ．これをコーシー不等式とを呼ぶ．

コーシーの定理の標準的な証明は次の２つである．

ｉ ｉ ｉ ｉ ｊ ｊ証明１ （ ａ ｂ ） ＝ ａ ｂ ａ ｂ２

２ ２ ２ ２（ ａ ）（ ｂ ）＝ ａ ｂｉ ｉ ｉ ｊ

したがって

２ ２ ２Ｉ＝（ ａ ）（ ｂ ）－（ ａ ｂ ）ｉ ｉ ｉ ｉ

＝ ａ ｂ （ａ ｂ －ａ ｂ ）ｉ ｊ ｉ ｊ ｊ ｉ

さらに （ ａ ）（ ｂ ）＝ ａ ｂ とかくことができるからｉ ｉ ｊ ｉ
２ ２ ２ ２

Ｉ＝ ａ ｂ （ａ ｂ －ａ ｂ ）ｊ ｉ ｊ ｉ ｉ ｊ

ゆえに Ｉ＝ （ａ ｂ －ａ ｂ ） ≧０．ｉ ｊ ｊ ｉ
２

等号が成り立つための必要十分条件は

１ １ ２ ２ ｎ ｎａ ：ｂ ＝ａ ：ｂ ＝・・・＝ａ ：ｂ

です．

証明２ ａ ＞０として差し支えない．ここで２次関数ｉ
２

２ ２ ２φ（ｔ）＝（ ａ ）ｔ －２（ ａ ｂ ）ｔ＋ ｂｉ ｉ ｉ ｉ

２＝ （ａ ｔ－ｂ ）ｉ ｉ

を考える．任意のｔ Ｒに対してφ（ｔ）≧０．したがって，判別式が０以下よりÎ
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（ ａ ｂ ） ≦（ ａ ）（ ｂ ）ｉ ｉ ｉ ｉ
２ ２ ２

かつ，

（等号が成り立つ） φ（ｔ ）＝０となるｔ Ｒが存在する．Û Î０ ０

ｂ ＝ｔ ａ （ｉ＝１，２，・・・，ｎ） となるｔ ∈Ｒ賀存在する．Û ｉ ０ ｉ ０

なお，ｎ次元のベクトルが理解できれば，内積の図形的意味より証明できます．

（重要不等式終わり）


