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球面幾何学
ここでは，球面上で幾何学を行います．

地球上は球面です．ですから，地球の２点間を平面上で調べては正確ではありません．

近い２点を扱うときは大きな問題は起こりませんが，遠距離の２点間などは球面上の２点

として扱う必要があります．

１．緯度，経度，２点間の距離

まず，地球上の緯度，経度を確認しましょう．

Ｎ，Ｓをそれぞれ地球の北極，南極とします．点のＡの経

度とは３点Ｎ，Ｓ，Ａを通る平面と，Ｎ，Ｓとロンドンの

グリニッジ天文台を通る平面のなす角をグリニッジ天文台

からＡに向かってはかった角で定義します．ロンドンから

見て東にすなわち左回りにはかったとき＋，逆向きを－と

します．

次に緯度です．点Ａの緯度は経線上の赤道から測った中心角

です．右図で，∠ＡＯＢ＝φ が緯度です．忠，Ｏは球の中心

です．北半球にあれば緯度は＋で南半球にあれば－です．

経度は地球を真上からすなわち北極を手前にしてみると分か

りやすいとおもいます．角度は左周り（反時計周り）がプラス

ですから，左回りすなわち東経が＋，西経が－になります．

これから経度について東経ａ°はａ°，西経ａ°は－ａ°とします．これが標準的な数学

における球の扱い方です．

点Ａの緯度θ°，経度φ°のときの対蹠点（球の中心に関

する対称な点．裏側の点といってもよい）の緯度，経度を確

認しよう．緯度が－θ°にことは分かりやすい．経度は地球

を真上から見ると，原点に関する対称な点であるから，

１８０°を足すか引けばいいのです．なお，この図より東経

１８０°と西経１８０°は同じことが分かります．ちなみに

東京は東経１３９°，北緯３６°と見れば，東京の対蹠点は

１３９°－１８０°＝－４１°より西経 °，南緯－３６41
°となります．場所で言うとモンテビデオの少し東になります．

これからは，球面の半径１とし，球の中心が原点，座標軸は赤道がｘｙ平面上，グリニ

ッジ天文台がｘｚ平面上にあるようにｘ軸，ｙ軸，ｚ軸を設定します．

球面上の点Ｐは，緯度，経度が決まれが位置が決まります．Ｐの緯度，経度がそれぞれ

θ，φのときＰ（θ，φ）と表します．

球面上の点の緯度，経度を与えたときのその点の座標を求めましょう．
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点Ｐの緯度がθ，経度がφとします．

Ｐからｘｙ平面に垂線を下ろしその足をＨとしま

す．∠ＰＯＨがＰの緯度の定義ですから

（Ｐのｚ座標）＝ＰＨ＝ θsin
次に，Ｐからｚ軸に垂線を下ろしその足をＫと

します．Ｐは半径 θの円周上で右図でcos
∠ＰＫＡが経度の定義ですからＰのｘ座標，ｙ座

標は

（ θ φ， θ φ）cos cos cos sin
となります．したがって，Ｐの座標は

Ｐ（ θ φ， θ φ， θ）cos cos cos sin sin
となります．

球面上の点で緯度，経度が与えられたとき，その点の座標を求めることができました．

2 2 2 2次に，球面上の 点間の距離を求めます．球面上の 点間の距離は， 点を通る大円（

点と球の中心を通る平面によるこの球の切り口の円）の短い方の弧の長さと定義します．

この大円の短いほうの弧の長さが球面上の 点間を結ぶ最短の長さであることの事実は正2
しいのですが証明は簡単ではありません．この事実を認めることにします．もし興味があ

ればこのホームページの「微分幾何」→「測地曲率と測地線」 をご覧ください．

ここで，角を円弧の長さではかる角の弧度法の復習をしましょう．

弧度法とは，角の大きさを単位円のはかりたい中心角の扇形の

弧の長さと定義する方法です． すなわち，半径のｒの円のとき

右図の∠ＡＯＢ＝θを

と定める方法です．

この定義を見ると，角を割合で定義しています．すなわち

（長さ）÷（長さ）ですから無単位です．これが大切なことで，たとえばｙ＝ ｘ をsin
， ． （ ）考えたとき ｘの単位とｙの単位が異なったとき困ります たとえば合成関数 ｘsin sin

や逆関数も扱うわけですから角度も無単位でなければ困るわけです．

話を戻しましょう．球面上の 点Ｐ，Ｑ間の距離を求めましょう．今は半径１の球で考2
えてますから，この球の大円は半径１の円です．

ＰＱ間の距離は∠ＰＯＱのことですから∠ＰＯＱ＝θとおけば，内積を用いて

θ＝cos

となります．

の逆関数を とかけばcos arccos

（ＰＱ間の距離）＝ ( )arccos

となります．近くに関数電卓があれば是非用意しましょう．

（ ＡＢ の長さ）

(半径 )

OP・ OQ

OP・ OQ
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ここでは，テキサス・インスツルメンツ社の を用いています．Derive
実際に２点間の距離を求めます．次は東京とニューヨークの距離を求めたものです

上の式は計算の結果を表示したものです．

4１，２行は東京の緯度（北緯３５度４０分 ，経度（東経１３９°４６分）を入力し，）

行は東京の座標です． は始点を原点としたときの終点が東京のベクトルです．ａ

ｂ６，７行はニューヨークの緯度（北緯４０度４７分 ，経度（西経７３度５８分）で，）

はそのベクトルです．

行の は の逆三角関数です．通常 と書きます．なお ・は内積です．11 ACOS cos arccos ，

．12行は弧度法ではかった角でもしこの角を度数法に直すなら１８０／πをかければよい

地球の半径は赤道半径と極半径では異なるが，ここではＲ＝６３７０で計算した．この値

によって当然結果は異なります．

１５行が東京，ニューヨーク間の距離となります．すなわち１０８４２ｋｍとなります．
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点間の線分が求められました．次に球面上の三角形を考2
えましょう．

球面上の 点Ａ，Ｂ，Ｃが与えられたとき， 頂点を大円3 2
弧のうちの短いほうの円弧で結ぶことにより得られる， つ3
の円弧による図形を球面三角形ＡＢＣという．ここでは，

球面三角形しか扱わないので，球面三角形ＡＢＣを

△ＡＢＣと表す．辺ＡＢの長さは短い大円弧ＡＢの長さで

ある．

次に△ＡＢＣの内角を定義する．

∠Ａの大きさは，Ａにおける円弧ＡＢの接線と円弧ＡＣの接線のなす角で定義するのが

自然である．その角を別の見方をしてみよう．

球の中心をＯとすると，円弧ＡＢは平面ＯＡＢと球の

交線である．同様に円弧ＡＣは平面ＯＡＣと球の交線で

ある．

Ａにおける接線をＡＤ，ＡＥとすると，

ＯＡ⊥ＡＤ，ＯＡ⊥ＡＥ

が成り立つ．したがって，∠Ａは２平面ＯＡＢ，ＯＡＣ

のなす角のことである．

平面のなす角は 平面の法ベクトルのなす角で求め2 2
ると便利である．

平面ＯＡＢ，ＯＡＣの法ベクトルはそれぞれ ， である．した

がって， 平面のなす角θは， ， が単位ベクトルでないことに2

注意して，

θ＝cos

． ， ．となる 計算は面倒そうであるが 回入力すればコピーして使えばよいので問題ない1
なお，空間図形では，鋭角，鈍角区別する必要があるので∠ＢＡＣなら

と のなす角，真ん中の文字Ａに対応する を先に書いて計算

するとよい．

次は， 頂点をＡを東京，Ｂをニューヨーク，Ｃを南極としたときの∠ＢＡＣを求めた3
ものである．

OA× OB OA× OC

OA × OB OA × OC

（ OA × OB）・（ OA × OC）

｜ OA× OB｜ | OA × ＯＣ |

OA × OB OA × OC OA
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ａ，ｂ，はすでに計算してある．１７行は弧度法を度数法に直したものである．

次に△ＡＢＣの面積を求める．

準備として月形の面積を求める．月形とは つの大円で囲ま2
れた図形のことである．

月形の面積は，大円を決める 平面のなす角をθとするとθ2
に比例するので

４π×θ／ π ＝２θ2
である．

△ＡＢＣの面積を求めよう． つの大円を赤道とすると考え1
やすい．
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△ＡＢＣの内角をＡ，Ｂ，Ｃで表す．

大円ＢＣを赤道とする． つの大円ＡＢ，ＡＣ2
は北半球を つの場合にわけ，図のように4
Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳとする．△ＡＢＣがⅠである．

Ⅰ＋Ⅱ＝２Ｃ

Ⅰ＋Ⅲ＝２Ｂ

Ⅰ＋Ⅳは少し分かりづらいが，△ＡＢＣと同じ

図形が裏側にあるのを利用して

Ⅰ＋Ⅳ＝２Ａ

辺々加えると

３Ⅰ＋Ⅱ＋Ⅲ＋Ⅳ＝２Ａ＋２Ｂ＋２Ｃ

Ⅰ＋Ⅱ＋Ⅲ＋Ⅳ＝ πであるから2
２Ⅰ＝２Ａ＋２Ｂ＋２Ｃ－ π2
（△ＡＢＣの面積）＝Ａ＋Ｂ＋Ｃ－π

を得る．

なお，もし球の半径がｒなら，相似であるのでｒ をかけで２

２（Ａ＋Ｂ＋Ｃ－π）ｒ

となる．

説明が分からなかったら，大き目のボールにテープを張って考えてみよう．必ず納得で

きるとおもいます．

頂点をＡを東京，Ｂをニューヨーク，Ｃを南極としたときの△ＡＢＣの面積を求めよ3
う． 次は上で計算した内容の続きである．
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２５行が∠Ｂ，３３行が∠Ｃ，５２行が△ＡＢＣの面積，実際の面積を求めるなら半径Ｒ

としてＲ をかければよい．△ＡＢＣの面積は地球全体の１／３を越えることが分かる．２

四角形ＡＢＣＤの面積は四角形を つの三角形に分かればよいので2
Ａ＋Ｂ＋Ｃ＋Ｄ－２π

角形ＡＢＣＤＥは5
Ａ＋Ｂ＋Ｃ＋Ｄ＋Ｅ－３π

となる．
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２．球面における三角法

， ．ここでは 球面三角形の辺と角の関係を調べます

平面で成り立つ正弦定理，余弦定理を球面上でつく

るということです．

これから証明する結果を書いておきます．

△ＡＢＣで

ＢＣ＝ａ，ＣＡ＝ｂ，ＡＢ＝ｃ

とします．なおａの値は∠ＡＯＢの値です．

△ＡＢＣで次が成り立つ．

ａ＝ ｂ ｃ＋ ｂ ｃ Ａcos cos cos sin sin cos
ａ，ｂ，ｃをサイクリックにまわして

ｂ＝ ｃ ａ＋ ｃ ａ Ｂcos cos cos sin sin cos
ｃ＝ ａ ｂ＋ ａ ｂ Ｃcos cos cos sin in cos

この つの等式を球面三角形の という．3 余弦定理

もう つは1
Ａ／ ａ＝ Ｂ／ ｂ＝ Ｃ／ ｃsin sin sin sin sin sin

です．これを球面三角形の という．正弦定理

標準的な証明は図形的な性質を用います．そのほうが図形の性質を読み取るという意味

で教育的です．その証明法は

幾何学大辞典 第 巻 槙書店2
をご覧ください．この辞典のうち特に第１巻と第２巻は一生使えるので持っていて損はあ

りません．何でも書いてあるとても便利な本です．

ここでは，ベクトルの内積，外積を利用して証明します．内積，外積について使う性質

は以下の等式です．この章の最後にきちんと証明しておきます．

を空間における単位ベクトルとする．なお，アルファベット小文字ａ，ｂ，ｃ，ｄ

の太文字はベクトルのことです．

（１） ， のなす角をθをすると ｜ × ｜＝ θａ ｂ ａ ｂ sin

（２） ・ × ）＝ ・ × ）＝ ・ × ）ａ ｂ ｃ ｂ ｃ ａ ｃ ａ ｂ（ （ （

（３ （ × ・ × ）＝（ ・ （ ・ ）－（ ・ （ ・ ）） ）（ ） ）ａ ｂ ｃ ｄ ａ ｃ ｂ ｄ ａ ｄ ｂ ｃ

ａ ｂ ｃ ｃ ａ ｂ ａ ｂ ｃ（４） ×（ × ）＝ （ ・ ） － （ ・ ）

この４つの等式を仮定した上で，余弦定理，正弦定理の証明に入ります．

余弦定理は，球面三角形の内角の定理よりすぐに出ます．

Ａ＝cos

より成り立つ．正弦定理は

（ OA × OB）・（ OA × OC）

｜ OA× OB｜ | OA × ＯＣ |
=
cosa－ cosb cosc

sinc sinb
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Ａ＝sin

の決める平行６面体の体積をＳとすると

であるから

ｂ ｃ Ａ ＝Ｓsin sin sin
Ｓは一定の値であるから

ｂ ｃ Ａ＝ ｃ ａ Ｂ＝ ａ ｂ Ｃ＝Ｓ ・・・①sin sin sin sin sin sin sin sin sin
①の辺々を ａ ｂ ｃ で割ったものが正弦定理である．実際は①の方が使われるsin sin sin

場合が多く，Ｓ／６の値を球面三角形ＡＢＣの体積要素と呼ぶ．平面における正弦定理も

①の形で書くと対応するＳの値は平行四辺形の面積である．

次に，変形で用いた，

を空間における単位ベクトルとする．ａ，ｂ，ｃ，ｄ

（１） ， のなす角をθをするとａ ｂ

・ ＝ θ， ｜ × ｜＝ θａ ｂ ａ ｂcos sin

（２） ・ × ）＝ ・ × ）＝ ・ × ）ａ ｂ ｃ ｂ ｃ ａ ｃ ａ ｂ（ （ （

（３ （ × ・ × ）＝（ ・ （ ・ ）－（ ・ （ ・ ）） ）（ ） ）ａ ｂ ｃ ｄ ａ ｃ ｂ ｄ ａ ｄ ｂ ｃ

ａ ｂ ｃ ｃ ａ ｂ ａ ｂ ｃ（４） ×（ × ）＝ （ ・ ） － （ ・ ）

の証明をする．なお，手っ取り早く証明を知りたい場合はベクトル解析の教科書を参考

にしてもらうとして，ここでは，高校程度の知識だけを仮定して，外積の定義からはじめ

る．

ａ ｐ ａ ｐ2 つのベクトル ＝（ａ，ｂ，ｃ ， ＝（ｐ，ｑ，ｒ）が与えられたとき， ，）

に垂直なベクトルを求める．

ベクトルを（ｘ，ｙ，ｚ）とおき，

ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ＝０ ・・・①

ｐｘ＋ｑｙ＋ｒｚ＝０ ・・・②

より，ｘ：ｙ：ｚを求める．

①×ｒ－②×ｃより

（ａｒ－ｃｐ）ｘ＋（ｂｒ－ｃｑ）ｙ＝０

∴ ｘ：ｙ＝（ｂｒ－ｃｑ ： ｃｐ－ａｒ））（

同様にｙを消去すると ｘ：ｚ＝（ｂｒ－ｃｑ ： ａｑ－ｂｐ））（

∴ ｘ：ｙ：ｚ＝ （ｂｒ－ｃｑ ： ｃｐ－ａｒ ： ａｑ－ｂｐ））（ ）（

に対して， ， に垂直なベクトルが求まりそのベクトルはａ，ｐ ａ ｐ

（ｂｒ－ｃｑ，ｃｐ－ａｒ，ａｑ－ｂｐ）

である．このベクトルが重要なのであるが，このベクトルが与えられた２つのベクトルの

成分ａ，ｂ，ｃ，ｐ，ｑ，ｒ からどうのように表せるかを見ておこう．

|（ OA × OB） × （ OA × OC） |

｜ OA× OB｜ | OA × ＯＣ |
=
| OA・ ( OB × OC )|

sinc sinb

OA , OB , OC

S=| OA × (OB × OC )|
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右図のように，与えられた つのベクトル2
の成分をａｂｃａｂｃと書き，その下にｐ

ｑｒｐｑｒと書く．ｙ成分とｚ成分をクロ

スに掛けて引いたものがｘ成分，ｚ成分と

ｘ成分より得られるのがｙ成分，ｘ成分と

ｙ成分より得られるのがｚ成分ということです．このベクトルを × と表し， ， のａ ｐ ａ ｐ

外積と呼ぶ．

次の２つのベクトル ， の決める平行四辺形の面積Ｓを求める．ａ ｐ

， のなす角をθとするとａ ｐ
２ ２ ２ ２ ２Ｓ ＝（｜ａ｜｜ｐ｜ θ） ＝｜ａ｜ ｜ｐ｜ －（ａ・ｐ）sin

２ ２ ２ ２ ２ ２ ２＝（ａ ＋ｂ ＋ｃ （ｐ ＋ｑ ＋ｒ ）－（ａｐ＋ｂｑ＋ｃｒ））
２ ２ ２＝ （ｂｒ－ｃｑ） ＋（ｃｐ－ａｒ） ＋（ａｑ－ｂｐ）

この計算より，ベクトル × の大きさが ， の決める平行四辺形の面積であることがａ ｐ ａ ｐ

分かった．ベクトルは向きと大きさだけで決ま

るから，あとは垂直な方向のどちら向きかが分

かればよい．そこで

＝（１，０，０ ，ａ ）

＝（ θ， θ，０）ｐ cos sin
として × を調べてみよう．ａ ｐ

× ＝（ ， ， θ）ａ ｐ 0 0 sin
より， × は から に回転したとき右ねじａ ｐ ａ ｐ

の進む方向であることが分かるとおもう．これは，通常右手の親指，人差し指，中指を伸

ばしたとき， を親指， を人差し指とａ ｂ

したときの中指の向く方向という．

これで × が完全に分かりました．ａ ｂ

次に

＝ ， ＝ ， ＝ａ ｂ ｃ

， （ ） ．のとき ・ × について調べますａ ｂ ｃ

3 6つのベクトル ， ， の決める平行ａ ｂ ｃ

面体の体積をＶ， つのベクトル ，2 ａ

× のなす角をθとするとｂ ｃ

Ｖ＝（ ， の決める平行四辺形の面積）ｂ ｃ

・ＯＡ・ θcos
＝ ｜ × ｜│ ｜ θ＝ ・ × ）ｂ ｃ ａ ａ ｂ ｃcos （

なお，符号は ， の決める平面に関して と × が同じ側にあれば正，反対側にあｂ ｃ ａ ｂ ｃ

れば負になります．

・ × ）は ， ， の決める平行６面体の体積になるので，ａ ｂ ｃ ａ ｂ ｃ（

OA OB OC
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・ × ）＝ ・ × ）＝ ・ × ）ａ ｂ ｃ ｂ ｃ ａ ｃ ａ ｂ（ （ （

となります．

（３）の前に

ａ ｂ ｃ ｃ ａ ｂ ａ ｂ ｃ（４） ×（ × ）＝（ ・ ） －（ ・ ）

を証明します．

×（ × ）は × に垂直だからａ ｂ ｃ ｂ ｃ

ｂ ｃａ ｂ ｃ×（ × ）＝ｋ －ｌ

と表せます．さらに とも垂直だからａ

（ｋ －ｌ ・ ＝０ｂ ｃ ａ）

∴ ｋ：ｌ＝（ ・ ： ・ ）ｃ ａ ａ ｂ）（

したがって，

×（ × ）ａ ｂ ｃ

＝ｔ｛ ・ ） －（ ・ ） ・・①（ ｝ｃ ａ ｂ ａ ｂ ｃ

後はｔを定めればよい．

＝（１，０，０ ， ＝（１，０，０ ，ａ ｂ） ）

＝（０，１，０）とおけばｃ

①の左辺＝（０，－１，０）

①の右辺＝ｔ（０，－１，０）

よりｔ＝１を得る．したがって（４）の等式が成り立つ．

（４）の証明は，パソコンを使い次のように確認するのもよい方法です．証明は内容を

自分の中に納得してしまう込むためのものです．人にもよるでしょうが，下の計算で納得

できるなら自分に向いている方法で，どんどん使えばよいでしょう．

（４）が分かれば（３）は機械的な計算です．

ａ ｂ ｃ ｄ ａ ｂ ｃ ｄ（ × ・ × ）＝｛ × ）× ・）（ （ ｝

＝｛ ・ ） －（ ・ ） ・ ＝（ ・ （ ・ ）－（ ・ （ ・ ）（ ｝ ） ）ａ ｃ ｂ ｂ ｃ ａ ｄ ａ ｃ ｂ ｄ ｂ ｃ ａ ｄ

この等式はよく用います．２行２列の行列式を思い出すと覚えやすいでしょう．
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球面三角法を利用して，球面上の面白い例を紹介しま

す．球面上に３点Ａ，Ｐ，Ｑがあり，ＡＰ＝ＡＱ＝１

∠ＰＡＱ＝９０°とします．このとき，球面三角法より，

ＰＱ＝ｘとすると
２cos cos cos cosｘ＝ １ １＝（ １）

計算すると

ｘ＝１．２７４５

となります．

球面上でＡから２点Ｐ，Ｑを見たときと平面上で見たときを比較してみましょう．

ＡＰ＝ＡＱであるから，平面上では ＝１．４１４となります．すなわち，Ａからの見

え方は見込む角のことですから，同じ長さと思える２点間の距離は球面上の方が平面上よ

り短いのです．相対的に考えれば球面上の方が速く動いているように見えるわけです．こ

れは，曲面の曲がり方（曲率）と関係があるのです．

さて，地球上でこの事実を確かめようとした人はいたのでしょうか．いるんですね．そ

れはガウスです．彼は，ホーヘンハーゲンの山頂，ブロッケンの山頂，インゼルスベルク

， ， ．の山頂に測定器を設置し 距離や角を測定し 平面とは異なることを調べようとしました

これらの山頂間の距離は約 ｋｍで，地球の半径は ｋｍ．すなわち，半径 ｃｍ100 6370 63
の地球儀で考えれば１辺の長さ１ｃｍの球面三角形を考えたことに相当します．当然，計

測結果が測量の誤差の範囲を越えず，地球が丸いという結果は出せませんでした．

ガウスは完成したものや結果がきちんと出たものしか発表しない人です．この測量の事

実は彼の著書「曲面論」の最後に事実だけが述べられただけで，彼が何を考えたかは書い

てありません．三角形の内角の和がπを越えることを確かめようとしたのではないかとい

われています．ガウスは測量の結果が誤差の範囲を超えないことは分かっていたでしょか

ら，他に大きな考えがあったのかもしれません．

2
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３．工業立地論
球面上で幾何学を行うことは予想外の困難が付きまとうが，それらに関しては次章以降

で扱うことにして，ここではアルフレッド・ウェーバーが提唱した工業立地問題を解く．

ウェーバーは，１９０９年に出版した 「工業立地論」 （篠原泰三訳）

の中の数学付録で次の問題を扱っている．

「３地点Ａ，Ｂ，Ｃがあり，Ａは原料供給地，

Ｂは動力原料供給地，Ｃは消費地である．生産物

ｚトンの生産のためにｘトンの原料とｙトンの動

力原料が必要なとき，工場をＰに置くとするとｚ

トンの生産物に対する輸送費は

Ｒ＝ｘＡＰ＋ｙＢＰ＋ｚＣＰ

である．どこにＰをとれば輸送費を最小にできる

か 」

この問題に対して，トリチェリの方法による見事な数学的な解説がなされている．

「３都市Ａ，Ｂ，Ｃが与えれてとき，３都市を結ぶ最短の連絡網，すなわち

ＰＡ＋ＰＢ＋ＰＣ

を最小にする点Ｐを求めよ 」．

を 問題という．Steiner
， ， ，Weberの例を挙げるまでもなく 都市には大小があり ３つの与えられた都市に対して

都市に応じて重みつきの距離を考えた

「３都市Ａ，Ｂ，Ｃと定数ａ，ｂ，ｃが与えれているとき，

ａＰＡ＋ｂＰＢ＋ｃＰＣ

を最小にする点Ｐを求めよ 」．

は現実には当然考えなければならない問題です．この問題を という．Steiner-Weber 問題

この問題を具体例で計算し解決しよう．

Ａを東京，Ｂをシドニー，Ｃをサンフランシスコとして

ＰＡ＋２ＰＢ＋３ＰＣ

を最小にするＰを求める．
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上の式は計算式である．ａ，ｂ，ｃはそれぞれ，東京，シドニー，ロサンゼルスでａの

座標はすでに求めてある．

ｐ＝( ｘ ｙ， ｘ ｙ， ｘ）cos cos cos sin sin
ｆ（ｘ，ｙ）＝ （ａ・ｐ）＋２ （ｂ・ｐ）＋３ （ｃ・ｐ）arccos arccos arccos
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とおいてｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）のグラフ

を書く．そのグラフが右図である．

グラフは手持ちの数式処理ソフトで

簡単に描けます．

後は範囲を狭めて，最小値を与える

ｘ，ｙを見つけるだけである．ｚの

範囲を狭めていくと見つけやすい．

右のグラフは上のグラフを

０．６４≦ｘ≦０．６７

－２．１４５≦ｙ≦－２．１３

５．０５ ≦ｚ≦５．０６

．に範囲を限定して書いたものである

グラフより

ｘ＝０．６６，ｙ＝－２．１４

が読み取れる．

求める地点は北緯３７，８度，

西経１２２．６度である．

グラフを利用する方法は，工業立

地論の立場すなわち大体の場所を見

つければよいという立場で考えるな

ら非常に有効な方法である．グラフ

を見て場所を特定するだけであるから，数学的な知識は必要なく，必要ならパソコンの精

度を上げるだけである．

なお，Ｐがｆ（ｘ，ｙ）＝ＰＡ＋２ＰＢ＋３ＰＣ の最小値を与える点であるなら，Ｐの

対蹠点Ｑは最大値を与える点である．

実際

（ＰＡ＋２ＰＢ＋３ＰＣ）＋（ＱＡ＋２ＱＢ＋３ＱＣ）

＝（ＰＡ＋ＱＡ）＋２（ＰＢ＋ＱＢ）＋３（ＰＣ＋ＱＣ）＝６π＝（一定）

である．
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． （ ）， （ ）， （ ）， （ ） ， ，次に４点の場合で計算する Ａ ａ Ｂ ｂ Ｃ ｃ Ｄ ｄ はそれぞれ 東京

シドニー，ロサンゼルス，ブエノスアイレスでａ，ｂ，ｃの座標はすでに求めてある．

ｄを計算し

ｐ＝( ｘ ｙ， ｘ ｙ， ｘ）cos cos cos sin sin
ｆ（ｘ，ｙ）＝ （ａ・ｐ）＋２ （ｂ・ｐ）arccos arccos

＋３ （ｃ・ｐ）＋４ （ｄ・ｐ）arccos arccos
次の式が計算式である．

ｚ＝ｆ（ｘ，ｙ）のグラフが右図であ

る．上図は全体の範囲，すなわち

－π／２≦ｘ≦π／２

－π≦ｙ≦π

の範囲で表したもの
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右図は

－０．２８≦ｘ≦－０．２５

－１．８７≦ｙ≦－１．８

１１．４２４６≦ｚ

≦１１．４２４８

の範囲で表したものである．

グラフより

ｘ＝－０．２６５

ｙ＝－１．８３

がおおよその値であることがわかる．

上の計算より，求める点は

南緯 １５．１８度 ，西経 １０４．８５度

であることが分かる．

なお， が扱っているのは，平面の場合で，これは球面上で考えるよりはるかに扱Weber

． ．いやすい ＡＰの長さは (ａ・ｐ) を で置き換えればよいarccos (x-a)2+(y-b )2
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４．球面とユークリッド原論
球面上における幾何学は注意深くすすめる必要がある．たとえば，平面上で考えると，

△ＡＢＣの内部に点Ｐを取れば

∠ＢＰＣ＞∠ＢＡＣ

が成り立つ．

しかし球面上ではそうはいかない．

右の図で，球面三角形ＡＢＣで

∠ＢＰＣ＞∠ＢＡＣ

が成り立つ．

しかし，Ｂ，Ｃの対蹠点をそれぞれＢ ，Ｃ’とし，’

△ＰＢ’Ｃ’で考えれば，Ａは内部にあるのに

∠Ｂ’ＰＣ’＞∠Ｂ’ＡＣ’

が成り立つ，

このようなことが起こる理由をユークリッド原論との関係か

ら調べよう，

， ． ， ，まず ユークリッド原論の つの公理を述べる なお ユークリッド原論全編を通して5
存在に対しての一意性についての言及がない．当時は存在するなら唯一つということは当

たり前のことと考えていたのであろう．ただ，現在読むときは一意性は本質的な問題であ

るので，ここでは一意性について書き加えている．なお，出典は

中村幸四郎他訳 「ユークリッド原論」 共立出版

を用いた．

１． 点を与えればその 点を通る直線が存在し唯一つに限る．2 2
２．与えられた線分はどちら側にも限りなく伸ばすことができる

３．円の中心と半径で円を描くことができる

４．すべての直角はすべて等しい

５．２直線と交わる１直線が同じ側で２直角より小さい内角の和を作るならこれらの２直

線を限りなく延長させるとそれらは２直角より小さい角のある側で交わる

第５公理に関してはすでに十分議論がなされている．すなわち，第１公理から第４公理

までを用いて第５公理を証明しようと多くの努力がなされたが，背理法を用いて，すなわ

ち第１公理から第４公理までを仮定して第５公理を否定しても何も矛盾が生じないことが

， ， ． ， ，ボリアイ ロバチェフスキー ガウスらによって否定的に解決された さらに クライン

ポアンカレらにより１から４までの公理は満たすが第５公理は満たさない，いわゆる非ユ

ークリッドモデルが作られ矛盾が起こらないことが分かりやすく実証された．

ここではこれらの内容を扱うのではない．

． ．非ユークリッドモデルは球面と比べるとはるかに扱いやすいモデルである というのは

非ユークリッドモデルは，ユークリッドの第１公理から第４公理を満たす．さらに，ユー

クリッド原論は第５公理はできるだけ用いないで論証がされているので，ユークリッドの
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原論で扱う多くの命題を非ユークリッドモデルで用いることができる．実際に命題２８ま

では第５公理は用いていない．上で述べた

平面上で考えると，△ＡＢＣの内部に点Ｐを取れば

∠ＢＰＣ＞∠ＢＡＣ

が成り立つ．

は命題２１である．当然この事実は非ユークリッドモデルでは成り立つ．

公理１，公理２は平面では当たり前の事実である．したがって，ユークリッドの原論を

注意深く読まないと公理１，公理２がどのように使われているかは分からない．ここでの

目的は，球面上で，ユークリッド原論の中のいくつかの命題を考えることで公理１，公理

２の重要性を浮き彫りにすることである．

まず，第１公理

点を与えればその 点を通る直線が存在し唯一つに限る．2 2
を扱う．これは平面では当たり前の事実である．しかし，球面では成り立たない．実際，

点Ａで交わる大円はＡの対蹠点で必ず交わる．

次の命題を見てみよう．

△ＡＢＣで頂点Ｃの外角は∠Ａより大きい．命題１６

原論の証明を現代的に書き直すと次の通りです．

ＡＣの中点をＦ，ＢＦの延長上にＧを証明

ＢＦ＝ＦＧ（∵Ｇの保証は公理２，４）

△ＡＢＦ≡△ＣＧＦ

（これ以降は原論をそのまま書きます）

そこで，∠ＢＡＦは∠ＧＣＦに等しい．

また， ．よって，∠Ｆ∠ＦＣＥは∠ＦＣＧより大きい

ＣＥは∠ＢＡＦより大きい．

太字の部分は公理１が成り立たなければ成り立つ保証はできないことがわかりますか．

私も，球面を考えおかしいところがあるはずだという前提で

読んでやっと見つけました．

太字の根拠は，

「ＢＧとＢＥはＢ以外では交わらないのでＦ，ＧはＢＥに関

して同じ側にある」

にあります．

球面上では命題１６は成り立ちません．
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分かりやすい例を挙げれば，正四面体の一つの面である正三角形ＡＢＣ考える．この

（ ，正三角形は内角が２π／３です 正四面体を真上から見ると

１つの頂点に３つの内角が集まるので内角が２π／３であ

る ．したがって，外角はπ／３で命題が成り立ちません．）

右の図で，ＢＦの延長上に点ＥをＢＦ＝ＦＥを満たすよう

にとってあります．赤線は辺ＢＣの延長で，ＦＥと交わって

います．ＥとＦが大円ＢＣに関して反対側にあるので，命題

が成り立たないのです．

命題１６が成り立たないので，それと関連する命題１７，２１も成り立ちません．

もう一つ例を挙げます．つぎは原論の最初の命題です．

線分ＡＢを任意に与えたとき，線分ＡＢを１辺と命題１

する正三角形を作ることができる．

Ａを中心とする半径ＡＢの円を描き，さらにＢを中心証明

とする半径ＡＢの円を描く．

そして， から２点Ａ，Ｂに線分２つの円が互いに交わる点Ｃ

ＣＡ，ＣＢを引けばよい．

球面では，この２つの円が交わることの保証はありま

せん．右図を見れば分かります．

球面の場合，原論の証明のどこに問題があるかは，上の

証明のままでは分かりません．原論の証明を書き直しま

す．

命題１の証明

Ａを中心とする半径ＡＢの円を描く．次にＢを中心とする半径ＡＢの円を描き直線ＡＢ

線分ＡＢの間にＤがなく，ＢＤの間に点Ａがなとの交点のうちＡでないほうをＤとする．

したがって，Ａを中心とする円によって囲んだ図形二間していのでＡＤの間にＢがある．

ＡとＤは反対側にある．したがって，２つの円は交わる．

上の太字の事実が成り立たないことに起因し，それはユークリッド原論の中からは見つ

けられず，ヒルベルトの「幾何の基礎」の中の公理系

直線の順序の公理

直線上の３点のうち，ある２点は他の１点を含む

に反することを用いることになります．

， ． ，ユークリッドが原論を作るにあたり どのように考えたかは興味あることです 公理１

２は平面と球面を区別する内容です．公理３は円を自由に描くことができることで，どの
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方向にどの長さでも点を取ることができることを意味し，長さを認めている限り，どうし

ても必要なことです．公理４は直角はどこにあっても等しいとありますが，角度が場所が

異なると異なるようではやはり幾何学になりません．ですから角度を用いる限り必要な公

理です．

このようなことより，ユークリッドは原論を作るにあたり，球面を意識して作ったので

はないかと私は考えています．その証拠というわけではないのですが，球面の場合では成

り立たない事実は特にさらっと書いています．他の内容はここまで説明するのかというこ

とが多いにもかかわらずです．今では確かめることはできません．この原論は読めば読む

ほど新しい発見があるすばらしい本です．



- 22 -

５．直線外の点と直線上の点との関係

球面の幾何では，成り立たないユークリッドの公理がある

ため，注意深い議論が必要である．たとえば，右図の△ＡＢ

Ｃの内部の点Ｐについて

∠ＢＡＣ＜∠ＢＰＣ

， ， ’， ’ ．が成り立つが Ｂ Ｃの対蹠点をそれぞれＢ Ｃ とする

△ＰＢ’Ｃ’で考えると点Ｐが三角形の内部にありながら

∠ＢＡＣ＜∠ＢＰＣ

となる．

ここでは，球面上の線分を見込む角を調べる．

まず，直線ＡＢと直線外の点Ｐに対して，ＱがＡ

Ｂ上の動くとき∠ＰＱＢがどのように変化するかを

調べるところからはじめる．

ＡＢを赤道とみると調べやすい．Ｎを直線ＡＢの

極とする．ＰからＡＢに下した垂線の足は２つあり，

それをＨ，Ｋとする（垂線は直線ＰＮである ．）

ここで，ＰＨ≦ＰＫとする．なお等号が成り立つの

はＰが直線ＡＢの極のとき．そのときは垂線が何本

でも引ける．

命題１

点Ｑを直線ＡＢ上の点とする．このとき

ＰＨ≦ＰＱ≦ＰＫ

が成り立つ．

証明

余弦定理より

ＰＱ＝ ＰＨ ＨＱcos cos cos
０≦ＨＱ≦π

より命題が成り立つ．

注意

ＰＱとＡＢのもう一つの交点をＱ’とすると，ＱとＱ’は対

蹠点である．したがって，

ＰＱ＋ＰＱ’＝π
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が成り立つ．

点Ｑを直線ＡＢ上の点とする．線分ＨＫの中点をＬ命題２

とする．このとき

ＰＨ≦∠Ｑ≦π／２

が成り立つ．

証明

球面三角形（以後△）ＰＨＱにおける正弦定理より

ＰＱ／ Ｈ＝ ＰＨ／ Ｑsin sin sin sin
∴ Ｑ＝ ＰＨ／ ＰＱsin sin sin
ＱはＰＱ＝π／２のとき最小になりそのときのＱの値は

Ｑ＝ＰＨ

である．またＨの対蹠点をＫとするとＰＨとＰＫは補角

であるから命題が成り立つ．

球の中心をＯとする．∠Ｑの最小値がＰＨである注意

ことは，平面ＯＰＬと平面ＨＱＯの角を見れば明らかで

ある．

準備は整いました．以下，線分を見込む角を具体的に調べる．

（１）線分ＡＢを見込む角が２π／３の点の軌跡

点を求めるとき線分ＡＢを見込む角がsteiner
２π／３ の点の軌跡が必要になる．

１辺の長さａが

－１／３≦ ，cos a
－１／２≦ ａ≦－１／３cos

ａ≦－１／２cos
ａ＝－１／３を満たすａは内角が２π／３となる正三角形の１辺の長さで，そのとcos

きのａの値は

ａ≒１．９１≒１０９．４７°

である．

ａ＝－１／２すなわちａ＝２π／３は最大に正三角形．すなわち３点が大円上のあcos
る正三角形である．
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（ⅰ） １辺の長さａが －１／３≦ を満たすcos a
とき

， ， ．まず ＡＢを赤道上におき 上半球でで考えればよい

下半球は対称な図形になる．

ＡＢを１辺とする正三角形をＡＢＣとする．ＢＣ，Ａ

Ｃの垂直２等分線をの交点をＧとすると求める軌跡は

曲線ＡＧＢである．なお，曲線の点Ａ，Ｂにおける接

線とＡＢとのなす角はπ／３である．

さらに，Ａ，Ｂの対蹠点をそれぞれＡ ，Ｂ’とする’

と，∠ＡＧＢ＝∠Ｂ’ＧＡ’である．

このことから分かるように，球の裏側にも対称な図形が現れる．

（２） １辺の長さａが －１／２≦ ≦－１／３ を満たすときcos a
これは注意深く検討する必要がある．

１辺の長さがａの正三角形をＡＢＣとし，Ｂ

Ｃ，ＣＡの垂直２等分線の交点をＧとする．

当然∠ＡＧＢ＝２π／３であるが，ＢＧ上には

もう１点ＡＢを見込む角が２π／３となる点が

ある．

これは後で説明する．

内角は２π／３より大きいから，求める軌跡は

右図のようになる．軌跡のＡ，Ｂにおける接線

とＡＢとのなす角はπ／３である．

さらに，Ａを中心とする半径π／３の円をＣとすると，Ｂを通り円Ｃに接する測地線に軌

跡は接する．なお （ⅰ）と同様に裏側にも対称な図形が現れる．，

（３） １辺の長さａが ≦－１／２ を満たすときcos a
線分ＡＢの垂直２等分線上には線分ＡＢを見込む

角が π／３の点が存在しないことに注意する．

Ａ，Ｂの対蹠点をそれぞれＡ ，Ｂ’とすると，’

求める軌跡は曲線ＡＢ ，ＢＡ’である．なお，’

軌跡の点Ａ，Ｂ，Ａ ，Ｂ’における接線とＡＢ’

とのなす角はπ／３である．


