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極端原理
数学のある種のテーマの中に現れる各要素の関係は均衡がとれているわけではありません．その

中で，ある極端な要素が他の要素より優れた性質を持っている場合があり，この性質が問題を解く

キーポイントになることがあります．この優れた性質を持つ要素が極端な要素である場合が多く，

この解法を極端原理と呼ばれるゆえんです．

例１ 四面体ＡＢＣＤで次の条件を満たす頂点が存在することを証明せよ．

頂点から出ている３本の稜辺が１つの三角形の３辺になる

（１９６８年 ＩＭＯ 第４問）

証明１ 各頂点から出ている３本の稜辺の長さの和をに注目しましょう．

４つの頂点のうち，頂点Ａから出ている３本の稜辺の長さの和が最大として議論を進めます．

すなわち，ＡＢ，ＡＣ，ＡＤが三角形の３辺の長さになることを示しましょう．

もしそうでないと仮定します．

２本の稜辺の和が第３の稜辺より長くない場合が存在します．

ここではＡＤ＋ＡＣ≦ＡＢとして話を進めましょう．

ＡＢ＋ＡＣ＋ＡＤが最大ですから

ＢＣ＋ＢＤ＋ＢＡ≦ＡＢ＋ＡＣ＋ＡＤ より

∴ ＢＣ＋ＢＤ≦ＡＣ＋ＡＤ

このことより

ＢＣ＋ＢＤ＋ＡＣ＋ＡＤ≦２（ＡＣ＋ＡＤ）≦２ＡＢ

一方

ＡＤ＋ＢＤ＞ＡＢ，ＡＣ＋ＢＣ＞ＡＢ

より

ＡＤ＋ＢＤ＋ＡＣ＋ＢＣ＞２ＡＢ

であり矛盾する．

以上で証明が終了しました．

別の極端原理でも証明してみましょう．

証明２ ＡＢを最長の稜辺の一つとする．このとき，Ａから出ている３辺またはＢから出ている３

辺いずれかは三角形を作ることができます．

これも背理法で証明しましょう．

としそうでないなら，ＡＣ＋ＡＤ≦ＡＢかつＢＣ＋ＢＤ≦ＡＢをみたすます．

このとき

２ＡＢ≧ＡＣ＋ＡＤ＋ＢＣ＋ＢＤ＝（ＡＣ＋ＢＣ）＋（ＡＤ＋ＢＤ）＞２ＡＢより矛盾します．
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例２ ｎ人参加（ｎ≧３）の競技会で，どの２名の選手も戦っており，どの試合も勝負が決してい

る．全勝の選手がいないとき，次の条件を満たす３人Ａ，Ｂ，Ｃがいることを証明せよ．

勝利数が最大の選手に注目しましょう．

解答 勝利数最大の選手の１人をＡとします．Ａは全勝ではないので，誰かには負けており，Ｂに

負けているとしましょう．このとき，Ｂの勝利数はＡの勝利数より多くはなく，ＢはＡに勝ってい

るので，Ａに負けているがＢには勝っている選手Ｃがいる．

したがって，以上のようにＡ，Ｂ，Ｃを定めればよい．

リーグ戦の星取り表を見てみましょう．全勝がいないとき，下位の成績の選手が上位に勝利して

いるのが必ずあります．面白いですよ．

さて，上の例題をひねると次の問題になります．

例３ ある競技会で参加選手のどの２名の選手も戦っており，どの試合も勝負が決している．これ

らの試合の結果から優秀選手を確定したい．選手Ａが優秀選手であるための条件は次の通りである．

Ａ選手がどの選手Ｂとも勝っているかまたは間接的に勝っている．ここでＡ選手が間接的にＢ選

手に勝っているとは，Ａ選手がＣ選手に勝ってかつＣ選手がＢ選手に勝っているようなＣ選手が存

在するすることである．

このような条件のもと，優秀選手がただ１名しか存在しないならば，その優秀選手は他のすべて

の選手に勝っていることを証明せよ．

証明 まず必ず優秀選手が存在することを証明しましょう．当然最多勝の選手が候補になります．

基本的には例２と同様です．

参加選手の数は有限であるから必ず最多勝の選手が存在します．Ａを最多勝の選手の一人とする．

もし，ＡがＡ以外のすべての選手に勝っているなら当然Ａが優秀選手である．

もしそうでないとき，ＡはＢ ，・・・，Ｂ には勝っているが，Ｂ ，・・・，Ｂ には負けて１ ｋ ｋ＋１ ｎ

いるとする．ここで任意のＢ （ｋ＋１≦ｊ≦ｎ）をとる．Ｂ はＢ ，・・・，Ｂ のすべてに勝つｊ ｊ １ ｋ

ことはできない．なぜならＢ はＡより少なくとも一試合多く勝つことになってしまうからである．ｊ

したがって，ＡがＢ に勝ち，かつＢ がＢ に勝つというＢ （１≦ｉ≦ｋ）が必ず存在する．ゆえｉ ｉ ｊ ｉ

にＡは間接的にＢ に勝っている．Ｂ の任意性よりＡは優秀選手である．ｊ ｊ

次に，優秀選手がただ１名なら，その選手は他のすべての選手に勝っていることを証明します．

Ａが唯一の優秀選手であるとする．もしＡが他のすべての選手に勝っているわけではないとし，

背理法で矛盾を示しましょう．

ＡはＢ ，・・・，Ｂ には勝っているがＢ ，・・・，Ｂ （ｋ＜ｎ）には負けているとする．１ ｋ ｋ＋１ ｎ

前段の証明より，Ｂ ，・・・，Ｂ のなかだけの局部優秀選手Ｂ が存在する．このＢ はＡに勝ｋ＋１ ｎ ｊ ｊ

ち，さらにＡは任意のＢ （１≦ｉ≦ｋ）に勝っている．すなわちＢ は間接的にＢ に勝っている．ｉ ｊ ｉ
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したがってＢ も優秀選手となり矛盾する．以上より，ＡはＡ以外のすべての選手に勝っていることｊ

が分かる．

例４ ２０名の選手よりなるテニスクラブがある．１４試合のシングルスを計画した．ただし，す

べての選手は少なくとも１試合には参加している．このとき，対戦している１２名の選手がすべて

異なる６試合が存在することを証明せよ． （１９８９年 アメリカ 第２問）

これは，部屋割り論法で解くのが一般的です．ここでは，極端原理を用いましょう．

証明１ 第ｊ試合に対戦する選手を（ａ ，ｂ ）と書き，ｊ ｊ

Ｓ＝｛（ａ ，ｂ ）｜ｊ＝１，２，・・・，１４｝ｊ ｊ

とおく．Ｓの部分集合Ｍに含まれる選手がすべて異なるとき，ＭをＳの良部分集合と名付ける．

明らかに，良部分集合は存在して，高々有限個である．そこで良部分集合のうち，要素の個数が最

大のものの一つをＭ とし，その要素の個数をｒとする．ここではｒ≧６を証明すればよい．０

Ｍ は最大の良部分集合である．したがって，Ｍ の中にいない２０－２ｒ名の選手間の試合はな０ ０

い．また，どの選手も少なくとも１試合には参加しているからＭ 内のｒ試合以外に少なくとも２００

－２ｒ試合行われなければならない．すなわち，試合の総数は少なくとも２０－２ｒ＋ｒ＝２０－

ｒはある．もしｒ≦５とすると試合の総数は少なくとも１５試合となり矛盾する．ゆえにｒ≧６が

証明された．

部屋割り論法を用いるならら次のようになります．

証明２ １４試合に参加するのは重複して数えれば２８人で，選手は２０名であるから，２試合以

上に出場する選手は最大８名で，そのような選手が出場する試合は最大８試合である．

したがって少なくとも１４－８＝６試合は１試合しか参加しない選手によって行われる．したがっ

て証明された．

問題の中には，順序は与えられていないが，要素に順序をつけ問題を解くときもあります．

例５

（１）平面上に２ｎ＋２個の点があり，どの３点も同一直線上にないとする，このとき，これらの

点から２点を選び，その２点を結ぶ直線が残りの２ｎ個の点をｎ個ずつ２つに分けることが出来る

ことを証明せよ．

（２） 平面上に２ｎ＋３個の点があり，どの３点も同一直線上になく，どの４点も同一円周上にな

いとする，このとき，これらの点から３点を選び，その３点の定める円がが残りの２ｎ個の点をｎ

個ずつ２つに分けることが出来ることを証明せよ．

１つ１つ丁寧に解決しいていきましょう．当たり前の事実といえば当たり前ですね．

<step1> 一方の側にすべての点がある直線をつくります．

作れることはわかりますか．たとえば次のように作りましょう．

１つの点Ｏを定め，その点から残りの点までの距離を求め，その最大値をＲとするれば，定めた点
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を中心として，半径がＲより大きい円を描けば，円の中にすべてが含まれます．この円の外に点Ｐ

を取り，Ｐを通りＰＯに垂直な直線は条件を満たします．

<step2> 与えられた点から２点を選び，残りの点はすべて選んだ２点を通る直線の一方の側にある．

次のように作りましょう．

上で作った直線をＰの周りに回転し，最初に交わった点Ａとします．その直線上にもう１点Ｂがあ

れば直線ＡＢが求める直線です．なお，仮定より，３点を通ることはありません．

もし，１点Ａだけなら，さらにその直線をＡの周りに回転していき，最初に交わる点をＢとすれば，

直線ＡＢが求めるものです．

ここまで出来れば後は一歩道です．

<step3>

（１） は直線ＡＢをＡの周りに回転していき，ｎ番目に交わった点を結ぶ直線を考えればよい．

（２）線分ＡＢを見込むを小さい順に並べ，ｎ＋１番目の点とＡ，Ｂを通る円が求める円である．

例６ （シルベスターの定理）

一直線上にはないｎ個の点がある．このとき，ちょうど2点だけを通る直線が存在する．

証明 平面上のｎ個の点をＭ＝｛Ａ ，Ａ ，・・・，Ａ ｝とおく．Ａ ，Ａ ，・・・，Ａ が同１ ２ ｎ １ ２ ｎ

一直線上にないとき，任意のｉ，ｊに対して３点Ａ ，Ａ ，Ａ が同一直線上でないようなＡ が存ｉ ｊ ｋ ｋ

在する．ここで，Ａ と直線Ａ Ａ の距離をｋ ｉ ｊ

ｄ ＞０とかく．ｉｊｋ

このとき｛ｄ ｝は有限個の正の実数よりｉｊｋ

なる集合であるから最小値が存在し，ｄ を１２３

最小の要素とする．ここで，Ａ ，Ａ ，Ａ を２ ３ １

新しくＡ，Ｂ，Ｃとおきます（右図参照）．

直線ＢＣが求める直線すなわち，ちょうど２点

だけを通る直線であることを証明しよう．

背理法で証明します．

直線ＢＣ上にさらにもう１点Ｄが存在すると仮定します．Ａから直線ＢＣに下ろした垂線の足をＨ

とすると，Ｂ，Ｃ，ＤのうちＨに関して同じ側にある点（Ｈと一致してもかまわない）をＣ，Ｄと

しＣＨ＜ＤＨとします．ここで，Ｃ，Ｈから直線ＡＤに下ろした垂線の足をそれぞれＬ，Ｋとする

と，ＣＬ＜ＨＫ（∵ＤＨ＞ＤＣ）＜ＡＨ（∵△ＡＫＨで∠Ｋ＝９０°）

したがって，ｄ が最小に矛盾する．１２３
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例題６を対偶の形で書くと次のようになります．

例６の対偶

Ｍを平面上の有限個の点よりなる集合とする．Ｍの任意の２点を結ぶ直線上に必ずＭの他の点を含

むとき，Ｍ内のすべての点は同一直線上にある．

どちらにしてもなんか当たり前ですけど，手の付けづらい問題です．この問題はシルベスター

（Sylvester）の問題といいます．

シルベスターが生前，提出した問題ですが約５０年間解かれませんでした．アメリカの無名の高

校教師により解かれたとき，誰も興味を示さなかったので，その名前は記録に残っていません．

このエピソードは中国ではとても気に入られているみたいで，私が中国にいるときも何度も聞きま

した．

さて，極端原理を不存在の証明に利用することがあります．背理法の一つで無限下降法とも呼ば

れている，つぎの方法です．

１．条件を満たすものが存在すると仮定し，最小のものを定める．

２．１でもとめたものより，小さいものが存在することを証明する．

３．したがって条件を満たすものは存在しない．

次の例はよく用いられています．

例７ ａは正の整数で平方数では．このとき は無理数である．

証明 ｐをａの奇数乗の素因数とする． ＝ （ｍ，ｎは正の整数）でｍ，ｎは最小のもの

（ は既約分数）とする．このとき，ｍ ａ＝ｎ であるから，ｎはｐの倍数で，さらにｍもｐの２ ２

倍数．したがってｍ，ｎは最小に矛盾する．したがって は無理数である．

ここで述べている証明方法は次の証明で用いるのでフェルマの方法ともいうそうです．

例8 方程式 ｘ ＋ｙ ＝ｚ を満たす正の整数ｘ，ｙ，ｚは存在しない．４ ４ ４

まず，次の準備をしましょう．

準備 正の整数ｘ，ｙ，ｚが

ｘ ＋ｙ ＝ｚ （ｘ，ｙは互いに素，）２ ２ ２

を満たすなら，ｘ，ｙ，ｚは，互いに素な整数かつ偶奇が異なる（共に奇数でない）ｍ，ｎ（ｍ＞

ｎ）を用いて

２ ２ ２ ２ｘ＝２ｍｎ，ｙ＝ｍ －ｎ ，ｚ＝ｍ ＋ｎ

と表せる．

（準備の証明）ｘ，ｙが共に奇数になることはない．（∵ 共に奇数ならｚ が４ｋ＋２となる）２

a

a
m
n

m
n

a
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また，ｘ，ｙは互いに素よりｘを偶数，ｙを奇数とする．ｚも奇数より

ｘ ＝ｚ －ｙ ＝（ｚ＋ｙ）（ｚ－ｙ）２ ２ ２

ｘが偶数，ｙ，ｚが奇数より ｘ＝２ｐ，ｚ＋ｙ＝２ｑ，ｚ－ｙ＝２ｒ ・・・①

∴ ｐ ＝ｑｒ２

①よりｚ＝ｑ＋ｒ，ｙ＝ｑ－ｒでｙ，ｚが互いに素よりｑ，ｒは互いに素

∴ ｑ＝ｍ ，ｒ＝ｎ ｐ＝ｍｎ （ｍ，ｎは互いに素）２ ２

さらに，ｍ －ｎ ＝（ｍ＋ｎ）（ｍ－ｎ） と２ｍｎが互いに素よりｍ，ｎが共に奇数であること２ ２

はない．共に偶数ではないから，したがってｍ，ｎの偶奇は異なる．

したがって，ｘ＝２ｍｎ，ｙ＝ｍ －ｎ ，ｚ＝ｍ ＋ｎ （ｍ，ｎは互いに素で偶奇は異なる）２ ２ ２ ２

さて，例題８の証明に入ろう．準備で証明したことで以下の証明で用いることをまとめておこう．

ｘ ＋ｙ ＝ｚ の整数解のうち，ｚが最小であるものは，ｘ，ｙが互いに素であるから，２ ２ ２

ｘ，ｙのうち，片方が偶数で，もう一方は奇数である．さらにｘ，ｙのうち偶数のほうは

２ｍｎ，奇数のほうはｍ －ｎ （ｍ．ｎは互いに素） と表せます．２ ２

例８の証明 ｘ ＋ｙ ＝ｚ ・・・①を満たすｘ，ｙ，ｚが存在しないことを証明すれば十分であ４ ４ ２

る．

①を満たす解が存在したと仮定し，ｘ，ｙ，ｚをその解のうち，ｚが最小のものとする．ｘ，ｙ，

ｚはどの２つも互いに素であるから

ｘ ＝２ｍｎ，ｙ ＝ｍ －ｎ （ｍ，ｎは互いに素） ・・・②２ ２ ２ ２

を満たすｍ，ｎが存在する．②よりｘは偶数よりｍ，ｎのいずれかは偶数．一方

ｙ ＋ｎ ＝ｍ よりｍは奇数．よってｍは奇数，ｎは偶数．２ ２ ２

ここで ｙ ＋ｎ ＝ｍ でｍ，ｎは互いに素であるから２ ２ ２

ｎ＝２ａｂ，ｙ＝ａ －ｂ ，ｍ＝ａ ＋ｂ （ａ，ｂは互いに素） ・・・③２ ２ ２ ２

をみたすａ，ｂが存在する．

一方②およびｍが奇数，ｎが偶数より

ｍ＝ｍ ，ｎ＝２ｎ ・・・・④１ １
２ ２

とおくことが出来る．

③，④より

２ａｂ＝ｎ１

一方ａ，ｂは互いの素であるからａ＝ａ ，ｂ＝ｂ ・・・⑤１ １
２ ２

②，⑤より

４ ４ ２ａ ＋ｂ ＝ｍ１ １ １

ここで，ｍ ＜ｍ＜ｍ ＋ｎ ＝ｚ１ ２ ２

したがって，ｚが最小であることに反する．
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例９ ａ，ｂは正の整数でａｂ＋１はａ ＋ｂ を割り切るものとする．このとき はある正２ ２

整数の平方であることを証明せよ．

（１９８８年ＩＭＯ第６問）

直接平方数と証明するのは難しそうです．

＝ｋ・・・①とおき，ｋが平方数でないとすると矛盾するという方針で解きましょう．

矛盾の導き方ですが，①を満たすａ＞０，ｂ＞０でａ＋ｂが最小のものを （ａ ，ｂ ）とすると，０ ０

それよりａ＋ｂが小さいものが存在するという方針で解きましょう．

証明 ＝ｋとき，ｋが平方数でないとする．不定方程式

ａ －ｋａｂ＋ｂ ＝ｋ ・・・（１）２ ２

を考えると，明らかにこの不定方程式の整数解（ａ，ｂ）はａｂ＜０とはならない．

なぜなら，ａｂ＜０とするとａｂは整数より－ａｂ≧１となり，ｋ＞０よりａ ＋ｂ ≦０となる２ ２

からである．（１）の正数解はａ＞０，ｂ＞０またはａ＜０，ｂ＜０である．

（ａ ，ｂ ）を（１）の解のうちでａ＞０，ｂ＞０を満たしかつａ＋ｂが最小のものとする．対０ ０

称性よりａ ≧ｂ としても差し支えない．ｋとｂ を固定して（１）をａの２次方程式とみる．明ら０ ０ ０

かにこの２次方程式はａ を解としてもつ．他の解をａ’とおく．解と係数の関係より０

ａ ＋ａ’＝ｋｂ ・・・（２）０ ０

ａ ａ’＝ｂ －ｋ ・・・（３）０ ０
２

（２）よりａ’は整数である．また，ｋは平方数でないから（３）よりａ’≠０である．したがっ

て（ａ’，ｂ ）も不定方程式（１）の解でありｂ ＞０をみたすからａ’＞０である．以上のこと０ ０

より

０ａ’＝ ≦ ≦ ＜ａ

このことは（ａ’，ｂ ）が（１）の解でかつａ’＞０，ｂ ＞０をみたしさらにａ’＋ｂ ＜ａ ＋０ ０ ０ ０

ｂ である．したがって矛盾する．以上のことによりｋが平方数であることが証明された．０

例９ ｆ（ｎ）は自然数の集合Ｎ上で定義され，かつＮの値を取る関数である．どのｎ Ｎに対Î

しても必ず不等式ｆ（ｎ＋１）＞ｆ（ｆ（ｎ））も満たすなら，任意のｎ Ｎに対してｆ（ｎ）＝Î

ｎが成り立つことを証明せよ．

（１９７７年 ＩＭＯ第６問）

なかなか解きにくい問題です．数列｛ｆ（ｎ）｝が単調増加列であることを読みとることが大切

です．
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証明 まず数列｛ｆ（ｎ）｝は狭義の単調増加数列であること，すなわち任意のｎ Ｎに対してÎ

ｆ（ｎ）＜ｆ（ｎ＋１） ・・・（１）

が成り立つことを証明する．

狭義の単調増加数列は次のように言い換えることができる，任意のｋ Ｎに対してｆ（ｋ）は数Î

列

ｆ（ｋ），ｆ（ｋ＋１），ｆ（ｋ＋２），・・・ ・・・（２）

のなかで唯一の最小項である．

もしそうでないとする．ｆ（ｋ）が（２）の中で唯一の最小項ではなく，さらにｋはこのことの

起こるさいしょうのものとする．すなわちｆ（１），・・・，ｆ（ｎ－１）までは狭義単調増加と

する．

このとき，ｍ≧１が存在してｆ（ｋ＋ｍ）が（２）の中の最小項の一つとなる．

すなわちｘ≧ｋのときｆ（ｘ）の最小値の一つがｆ（ｎ＋ｋ）ということである．

ここで， ｆ（１）＜ｆ（２）＜・・・＜ｆ（ｋ－１）＜ｆ（ｋ＋ｍ）

であるからｆ（ｋ＋ｍ）≧ｋである．．

ｆ（ｋ＋ｍ－１）≧ｆ（ｋ＋ｍ）≧ｋ ∴ ｆ（ｆ（ｋ＋ｍ－１））≧ｆ（ｋ＋ｍ）

したがって，仮定と矛盾する．ゆえに数列｛ｆ（ｎ）｝は狭義の単調増加列である．

以下ｆ（ｎ）＝ｎを証明する．

ｋをｆ（ｎ）＝ｎが成り立たない最小の自然数とする．このとき

ｆ（ｋ）≧ｋ＋１

が成り立つ．関数ｆの性質より

ｆ（ｆ（ｋ））≧ｆ（ｋ＋１）

これは仮定と矛盾する．以上で証明が終了した．


