
11.測地曲率と測地線

曲面の内在幾何とは，曲面上の性質だけで幾何学を行うことです．英語で

は Intrinsic geometry といいます．

内在幾何とはその立体を外部から眺めるのではなく，その中で生活してい

る人の立場に立って，図形そのものが持っている性質だけを利用して研究す

る幾何学です．これがリーマンの提唱した研究の方法でリーマン幾何と言い

ますが，R3 における曲面の研究だけは Intrinsic geometry といいます．

今まで，曲面は３次元ユークリッド空間内におかれたものとして，いろ

いろな性質を調べてきました．すなわち外部からその曲面を見て曲面を扱っ

たわけです．曲面上だけで幾何学をするという意味を簡単に説明します．

もし，私たちの住んでいる３次元ユークリッド空間が４次元ユークリッド

空間 R4 中に埋め込まれているとします.R3 の各点で R4 における法ベクト

ル −→n は R3 で生活している人間にはその存在は分かりません．R4 における

ベクトルは R3 と −→n 方向と２つに分解し，R3 で生活している人は R3 の方

だけ認識できると考えることは自然なことです．

これを R3 における曲面の場合に考えて見ましょう．曲面 S 上の点 P に

おける P を始点とする R3 のベクトル −→a は TP (S) 3 −→a1 と単位法ベクトル
−→n をもちいて
−→a = −→a1 + a2

−→n
と表せます．曲面上だけで考えるとき，−→n は存在しない（認識できない）

ので，−→a は −→a1 のことです．すなわち，内在幾何では，R3 におけるベクト

ルの接平面 TP (S)への正射影ベクトルを考えることになります．

曲面 S : f(u, v)上の曲線を考えましょう．曲線は f(u(s), v(s))と表しま

す．s は弧長です．この曲線の曲率ベクトル（加速度ベクトル）すなわち
d2f

ds2
は一般に S 上ではありません．そこで，

d2f

ds2
の接平面への正射影を行

い，それを曲線の曲面における曲率ベクトル（これが測地曲率ベクトルの定
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義）とします．曲率ベクトルは加速度ベクトルです．曲線は弧長変数ですか

ら，曲率ベクトルと速度ベクトルは直交します．曲率（加速度）0の曲線が

平面の直線に対応するものと考えることは自然なことです．ここでは，曲率

（測地曲率）0 の曲線を測地線と名づけ測地線の性質を調べることが大きな

目標です．

この章で扱う内容は曲面の第１基本形式しか用いません．したがって，曲

面の法ベクトル −→n は用いなくてもできますが，−→n や場合によっては第２基
本形式まで用いたほうが分かりやすいのでそれらを用いて議論を進めます．

結果は一つ一つ第１基本量だけで決まることを確認します．

１．曲線論の復習
曲面上の曲線は当然曲面の制約を受けます．したがって，空間における曲

線の扱い方とは少し異なります．

まず，空間における曲線をどのように扱ったかを復習しましょう．

３次元ユークリッド空間における曲線を f(s) とするとき，s は弧長とし

ます．これが微分幾何で曲線を扱うときの一貫した立場です．すなわち，１

つの曲線を媒介変数表示する方法はいくらでもあります．たとえば，平面上

の原点を中心とする半径１の円は当然

f(s) = (cos s, sin s)

を考えますが，それだけではありません．任意の数 k に対して

f(s) = (cos ks, sin ks)

も円になります．これらのものを統一的に扱うのは面倒なので，変数は弧

長とするのが微分幾何の立場です．もちろん弧長としても曲線表すのは一通

りではありません．たとえば f(s)に対して，f(−s)や f(s + 1)等も同じ曲

線を表します．しかし，これらは微分をすれば一致するか − がつくだけな
ので統一して扱えます．弧長変数が分かりづらければ，曲線は針金で作って

置いたものと考えるとわかりやすいかもしれめせん．もちろん空間のどこに
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おいても同じ曲線です．

曲線の解説をします．

曲線を f(s)とします．ただし，sは弧長です．

曲線 f(s)の接ベクトル f ′(s)を α(s)とします．

曲線は弧長変数より

|α(s)| = 1．

次に f”(s) = α′(s) の大きさ

を k(s),f”(s)と同じ向きの単位

ベクトルを β(s)とおきます．こ

のとき，決め方より

f”(s) = α′(s) = k(s)β(s)

が成り立ちます．したがって，

曲率 k(s)は負になることはあり

ません．この k(s)を曲線のこの

点における曲率といいます．図形的意味は曲線論の方を読んでください．

なお，α(s) · α(s) = 1 より，

α′(s) · α(s) = 0

∴ β · α = 0

が成り立ちます．

次に γ = α × β

によって γ を定義します．ただし ×は外積です．
|α| = |β| = 1, α · β = 0 より |γ| = 1で，さらに α, β, γ はどの２つも互い

に垂直な単位ベクトルです．

さて，点 f(s)を始点とするベクトル v は必ず，α, β, γ で表せます．すな

わち

v = aα + bβ + cγ と表せます．したがって，α′(s), β′(s), γ′(s) がそれぞ

れ α(s), β(s), γ(s)で表せれば曲線上定義されるベクトルの微分が自由に行
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えます．α′(s), β′(s), γ′(s)を α(s), β(s), γ(s)で表したのがフレネ・セレの

公式です．なお，曲線 f(s)に沿った座標系｛f(s);α(s), β(s), γ(s)｝をフレ

ネ動座標といいます．

フレネの公式を求めましょう．以下，α(s)における sは省略して α と表

します．

α′ = kβ

は定義です．

次に γ′ を調べます．

γ · α = 0

より

γ′ · α + γ · α′ = 0

ここで，γ · α′ = γ · kβ = 0

より γ′ · α = 0

一方，γ · γ = 1より

γ′ · γ = 0

したがって，γ′ は β と平行である．そこで

γ′ = −τ(s)β

とおく．−をつけるのは，そのほうが自然だからであり，大きな意味はな
い．この τ(s)を曲線の f(s) における捩率という．

残りは β′ だけである．

β = γ × αであるから

β′ = γ′ × α + γ × α′

= −τβ × α + γ × kβ

= τγ − kα

したがって，次の公式が得られる．

α′ = kβ

β′ = −kα + τγ

γ′ = −τβ
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これは行列で次のように表示することが多い．
α′

β′

γ′

 =


0 k 0

−k 0 τ

0 −τ 0




α

β

γ


このように，曲線上の各点 f(s) に座標を決める３つのベクトル

｛f(s); α, β, γ｝を定め，α′, β′, γ′ を α, β, γ で表すことが出来るので，曲線

上の微分が自由に出来るようになりました．

２．測地曲率
曲面 S : f(u1, u2)上の点 P を通る曲線 C は u1 = u1(s), u2 = u2(s)を用

いて f(u1(s), u2(s))と表せる．ただし，sは曲線の弧長である．

曲線の接ベクトルを αとすると，

α =
df(u1(s), u2(s))

ds
= fi

dui

ds
であり，曲率ベクトルと同じ向きの単位ベクトルを β とすると

kβ =
dα

ds
= fij

dui

ds

duj

ds
+ fi

d2ui

ds2

が成り立つ．さらに fij = Γk
ijfk + hijnより

= (
d2uk

ds2
+ Γk

ij

dui

ds

duj

ds
)fk + hij

dui

ds

duj

ds
n

ここで，hij は第２基本量で，nは曲面の単位法ベクトル．

kβ ベクトルの法ベクトル nへの正射影の向きまで考えた大きさ

kβ · n = hij
dui

ds

duj

ds
をこの曲線の点 P における法曲率という．なお，法曲率は曲面のガウス

曲率の定義で用いました．曲線の曲率ベクトルの接平面への正射影ベクトル

の大きさをこの曲線の点 P における測地曲率という．ただ，この定義だけ

では不十分で，測地曲率は符号まで考えますのでもう少し測地曲率の定義が

続きます．各点 P で，曲面の単位法ベクトル nが決まります．点 P におけ

る曲面 Sの接ベクトル η を η = n × α で定義します．α, η, nは互いに垂直
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な点 Pにおける単位ベクトルです．kβ と αは垂直であり，kβ の接平面へ

の正射影は η と平行です．そこで，曲線 C の測地曲率 kg を

kg = kβ · η = kβ · (n × α) = k(β, n, α)

で定義します．

この式から nや αの向きが変

わると測地曲率の符号が変わる

ことが分かります．右の図で球

面における小円の測地曲率を説

明します．小円の曲率ベクトル

（加速度ベクトル）kβ は小円の

中心を向きます．そのベクトル

の接平面への正射影の大きさが測地曲率です．なお，測地曲率が曲面の第１

基本量だけで決まる値であることは後で分かります．

曲線の単位曲率ベクトル β と法ベクトル nとのなす角を θ とする．法曲

率 kn,測地曲率 kg は

kn = k cos θ, |kg| = k sin θ

であるから

k2 = k2
n + k2

g

が成り立つ．

次に，曲線 C と u1 座標曲線となす角を利用して曲線の測地曲率を表す．

ここでの内容は次で学ぶガウスーボンネの定理の土台になります．

これから考える，曲線と u1 曲線のなす角は R2 で考えれば曲線と x軸の

なす角です．曲線 y = f(x) と x軸とのなす角を θ とすると f ′(x) = tan θ

です．このことから，曲線と u1 曲線とのなす角に注目することは曲線を調

べるときの自然な方法です．
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曲面 S : f(u1, u2)の座標曲線は直交座標系とする．すなわち，u1 曲線と

u2 曲線は直交する媒介変数とする．別の言い方をすれば各点で

F = f1 · f2 = 0

が成り立つ．すなわち

I = E(du1)2 + G(du2)2

のとき，測地曲率 kg を計算する．なお，このような曲面の座標系が存在

することは，測地座標のところで実際に構成する．

定義より

kg = kβ · η =
dα(s)

ds
· (n × α)

である．

ここで，f1, f2 と同じ向きの単位ベクトルをそれぞれ e1, e2 とおく．すな

わち，

e1 =
f1√
E

, e2 =
f2√
G

曲線の接ベクトル αと e1 とのなす角は曲線と u曲線のなす角であり θ と

おく．このとき αは単位ベクトルであるから

α = cos θe1 + sin θe2 ・・・（１）

一方

α =
df(u1(s), u2(s))

ds
を計算すると

α =
df(u1(s), u2(s))

ds
= f1

du1

ds
+ f2

du2

ds

=
√

E
du1

ds
e1 +

√
G

du2

ds
e2 　　・・・（２）

（１），（２）より
√

E
du1

ds
= cos θ,

√
G

du2

ds
= sin θ ・・・（３）

また，e1 · e1 = 1, e1 · e2 = 0, e2 · e2 = 1であるから
de1

ds
· e1 = 0,

de2

ds
· e2 = 0

de1

ds
· e2 +

de2

ds
· e1 = 0
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これらの関係式を利用して測地曲率計算する．

まず，

n × α = n × (cos θe1 + sin θe2) = cos θe2 − sin θe1

一方,(1)より
dα

ds
= − sin θ

dθ

ds
e1 + cos θ

de1

ds
+ cos θ

dθ

ds
e2 + sin θ

de2

ds
より

kg =
dα

ds
· (n × α)

= (− sin θ
dθ

ds
e1 + cos θ

de1

ds
+ cos θ

dθ

ds
e2 + sin θ

de2

ds
) · (cos θe2 − sin θe1)

= e2 ·
de1

ds
+

dθ

ds

= e2 ·
d

ds

f1√
E

+
dθ

ds
e2 · f1 = 0であるから

= e2 ·
1√
E

df1

ds
+

dθ

ds

=
e2√
E

· (Γ1
1i

dui

ds
f1 + Γ2

1i

dui

ds
f2) +

dθ

ds
(n方向は無視している)

=

√
G

E
(Γ2

11

du1

ds
+ Γ2

12

du2

ds
) +

dθ

ds

Γ2
11 = −E2

2G
, Γ2

12 =
G1

2G
(曲面の基本定理を参照)

であるから

kg =
−E2

du1

ds + G1
du2

ds

2
√

EG
+

dθ

ds
を得る．さらに上記（３）の式より，

=
−E2

cos θ√
E

+ G1
sin θ√

G

2
√

EG
+

dθ

ds
∂ log E

∂u2
=

E2

E
,
∂ log G

∂u1
=

G1

G
であるから

kg = − cos θ

2
√

G

∂ log E

∂u2
+

sin θ

2
√

E

∂ log G

∂u1
+

dθ

ds
・・・（４）

測地曲率 kg の（４）の式を Liouvilleの公式という．
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この式をよく見てみよう．E,Gは第１基本量で，θ は曲線と u1 とのなす

角で，角度は第１基本量だけで決まる．このことから，測地曲率は第１基本

量だけで決まることが分かる．

例えば，(4)より，第１基本形式が

I = Edu2 + Gdv2

のとき，u座標曲線は θ(s) = 0であるから，測地曲率 kg は

kg = − Ev

2
√

G
である．

３．測地線
各点の測地曲率が 0 である曲面 S 上の曲線を曲面 S の測地線という．直

線は曲率 0であるから，曲面上に直線が含まれれば（例えば線織面），R3 で

考えればその曲率は０であり，その接平面への正射影も当然０である直線は

測地線である．

すでに計算したように，曲面上の曲線 f(u1(s), u2(s))の曲率ベクトルは，

同じ向きの単位ベクトルを β とすると．

kβ = (
d2uk

ds2
+ Γk

ij

dui

ds

duj

ds
)fk + hij

dui

ds

duj

ds
n

であるから,測地線であるための微分方程式は
d2u1

ds2
+ Γ1

ij

dui

ds

duj

ds
= 0

d2u2

ds2
+ Γ2

ij

dui

ds

duj

ds
= 0

となります．この微分方程式は，初期条件として

s = s0 のとき

(u1(s0), u2(s0)), (
du1

ds
,
du2

ds
)

を与えると，sの範囲 (s0 − ε, s0 + ε)で唯一つの解が存在することが，微

分方程式の理論より知られている．したがって，測地線は曲面上の点とその

点の方向を一つ与えればただ一つの測地線が存在することが分かる．
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なお，微分方程式より sは弧長の１次式ならよいことが分かる．

４．弧長の変分
測地線の２点間の距離に関する局所的最小性につ

いては後で述べるとして，ここでは測地線の性質を

変分法の立場で取り扱う．

曲面 S : f(u1, u2)上の曲線は u1, u2 平面上の曲線

(u1(s), u2(s))

を用いて f(u1(s), u2(s))と表したが，この節では，

r(s)と表す．すなわち

r(s) = f(u1(s), u2(s))のことであり

r : [0, a] −→ S

の微分可能な曲線である．ただし，sは弧長である．

曲線 r の変分とは，微分可能な写像 α

α : [0, a] × (−ε, ε) −→ S

は α(t, 0) = r(t)を満たし，さらに次の条件を満たすことである．

任意の t ∈ (−ε, ε)で

α(0, t) = r(0), α(a, t) = r(a)

を満たす．

分 か り や す く い え ば ，

t ∈ (−ε, ε) である t を固定すれ

ば α(s, t) は始点が r(0), 終点が

r(a) である曲線であるので，曲

線 r(s)の変分とは両端点を固定

したまま滑らかに動かすことに

より得られるもののことである．
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曲線 r(s)の変分 α(s, t)は曲面 Sの局所的な媒介変数表示と見ることがで

きる．ｓ曲線（tを固定）の決めるベクトル場
∂α

∂s
は曲線の接ベクトル場で

ある．

また，変分 α(s, t)は曲線 r(s)に沿ったベクトル場

W (s) =
∂α

∂t
(s, 0)

を定める．このベクトル場W (s)を変分 αの定める曲線 r(s)上の変分ベ

クトル場という．

このように，変分が与えられれば変分ベクトル場が決まり逆に変分ベクト

ル場W (s)が与えられれば

α(s, t) = expr(s)tW (s)

で定義すれば αは変分ベクトル場がW (s)の変分である．ただし写像 exp

は次節で学ぶ．

なお，r(s) = α(s, 0)は弧長変数であるが，t0 6= 0のとき曲線 α(s, t0)は

弧長変数とは限らないことに注意する．

変分 α(s, t) は t を固定すれば曲線を表しその弧長を L(t) とおく．すな

わち

L(t) =
∫ a

0

|∂α(s, t)
∂s

|ds　 t ∈ (−ε, ε)

によって定義される

L : (−ε, ε) −→ R
は tの関数である．

L(t) の t による１次導関数 L′(t) の t = 0 における値 L′(0) を曲線 r(s)

の弧長の第１変分という．これから，この第１変分を計算するが，この節で

は内在幾何を用いる．これは，曲面上に限定した内在幾何の方がはるかに計
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算が楽だからです．といっても使う式は次のことです．証明を知りたい場合

は内在幾何の部分を読み直してください．
d

dt
(
∂α

∂s
,
∂α

∂s
)・・・（１）

= (
D

∂t

∂α

∂s
,
∂α

∂s
) + (

∂α

∂s
,
D

∂t

∂α

∂s
)・・・（２）

D

∂t
(
∂α

∂s
) =

D

∂s
(
∂α

∂t
)・・・（３）

ただし D
∂t は tによる共変微分．共変微分というと難しそうですが，共変

微分
D

ds
(
∂α

∂t
)

は普通微分（成分表示して，成分ごとの微分）
d

ds
(
∂α

∂t
)

の接平面への正射影のことです．以下の変形も，接平面の法線ベクトルを

無視してよいことを考慮すれば納得できると思います．

なお，上記の (3)だけは明らかではなく，Γ k
ij = Γ k

ji より得られます．

弧長の第１変分 L′(0)の計算に入る．なお，以下で (, )は内積である．

L(t) =
∫ a

0

|∂α

∂s
|ds

=
∫ a

0

√
(
∂α

∂s
,
∂α

∂s
)ds

より

L′(t) =
d

dt

∫ a

0

|∂α

∂s
|ds

=
∫ a

0

d

dt

√
(
∂α

∂s
,
∂α

∂s
)ds

=
∫ a

0

( D
∂t

∂α
∂s , ∂α

∂s )
|∂α

∂s |
ds

=
∫ a

0

( D
∂s

∂α
∂t , ∂α

∂s )
|∂α

∂s |
ds　・・・（５）

曲線 r(s) = α(s, 0)は弧長変数であるから |∂α

∂s
(s, 0)| = 1．したがって
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L′(0) =
∫ a

0

(
D

∂s

∂α

∂t
,
∂α

∂s
)
∣∣∣
t=0

ds

さらに，
∂

∂s
(
∂α

∂s
,
∂α

∂t
)

= (
D

∂s

∂α

∂s
,
∂α

∂t
) + (

∂α

∂s
,
D

∂s

∂α

∂t
)

であるから

L′(0) =
[
(
∂α

∂s
,
∂α

∂t
)
]a

0
−

∫ a

0

(
D

∂s

∂α

∂s
,
∂α

∂t
)ds

= −
∫ a

0

(
D

∂s

∂α

∂s
,
∂α

∂t
)ds

最後の等式は変分の定義より，
∂α

∂t
(0, 0) = 0,

∂α

∂t
(a, 0) = 0

が成り立つからである．

したがって，曲線 r(s)の加速度ベクトル場
D

∂s

∂α

∂s
= A(s),変分ベクトル

場
∂α

∂t
= W (s)とおくと

L′(0) = −
∫ a

0

(A(s),W (s))ds　　・・・（６）

を得る．

（６）を曲線 r(s)の第１変分公式という．（６）からすぐに分かることは，

L′(0)の値は，曲線 r(s)に沿っての加速度ベクトル場 A(s)と変分ベクトル

場W (s)だけできまり，変分 αがどのようなものであるかは関係しない．別

の言い方をすれば，異なる変分でも，その変分ベクトル場が同じなら L′(0)

の値は変わらないことである．

第１変分公式から分かる次の命題は重要である．

命題

r(s)は弧長変数の曲面 S上の曲線である．このとき次が成り立つ．

r(s)が測地線　⇔ r(s)の任意の変分 αで L′(0) = 0が成り立つ．

証明

r(s)が測地線なら加速度ベクトル場A(s)はA(s) = 0であるから L′(0) =
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0が成り立つ．

任意の変分で L′(0) = 0 が成り立つとき．変分ベクトル場 W (s) を

W (s) = f(s)A(s)で定める．ただし f(s)は

f : [0, a] −→ R　で f(s) ≥ 0, f(0) = f(a) = 0

を満たす関数.A(s)は曲線 r(s)の加速度ベクトル場．

この変分ベクトル場W (s)で決まる変分により

L′(0) = −
∫ a

0

(f(s)A(s), A(s))ds = −
∫ a

0

f(s)|A(s)|2ds = 0

f(s)は条件を満たす範囲で任意にとることができるので

A(s) ≡ 0

が成り立つから r(s)が測地線であることが示された．

5．測地座標と測地線の性質 (一部書き直しました（2013年 7

月）)

曲面を扱うとき，座標曲線の与え方が問題を簡単にする鍵を握ることが多

い．ここでは，第１基本量を簡単にする座標曲線を考える．

まず，半測地座標系を作る．

曲面 S 上の曲線 C を１つ定め，この曲線の

媒介変数を v とする．曲線 C 上の各点で C

と直交する測地線を引き，これらの測地線族

を A とする．曲面 S の開領域 U を十分小さ

くとれば，これらの測地線は U 内では互いに

交わらないし，U のどの点も必ず一つの測地

線が通るようにできる．つぎにこれらの測地

線族 Aに直交する曲線族を作る．これらの曲線族を B とする．U 内には２

つの曲線族 A,B があり，U 上のどの点も，各族それぞれ１つの曲線が通り，

それらは直交している．ここで，A に含まれる曲線を u 線とし，B に含ま
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れる方を v 線とする．この u線，v 線による座標系を半測地座標系という．

u線 v 線は直交しているので，第１基本形式は F = 0すなわち

I = Edu2 + Gdv2

である．ここで，u線に少し手を加える．

すでに，測地曲率で計算したように，第一基本形式が

I = Edu2 + Gdv2

のときの u線の測地曲率は

kg = − Ev

2
√

G
である．いま，u線が測地線であるから

kg = 0

したがって，
∂E

∂v
= 0

すなわち，E(u, v)は uだけの関数 E(u)である．したがって，u線の座

標を新しく弧長とすれば，第１基本形式は

I = du2 + Gdv2

である．この新しい座標系を測地座標系という．

測地座標を用いれば，２点間の距離に関する測地線の次の重要性質は簡単

に示すことができる．

命題　測地座標を作ることができる曲面上の十分小さな領域で，測地線は

測地線上の２点間の最短距離を与える．すなわち２点を結ぶ曲面上の任意の

曲線の中で測地線が最短の長さを与える．

証明

与えられた２点を結ぶ測地線を u 線に含む測地座標系を作り，与えられ

た２点 A,B の u座標をそれぞれ u1, u2 (u1 < u2)とする．このとき，２点

A,B を結ぶ任意の曲線 v = v(u)の長さは∫ u2

u1

√
1 + G(

dv

du
)2du

であり
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∫ u2

u1

√
1 + G(

dv

du
)2du =

∫ u2

u1

du = u2 − u1

等号が成り立つのは dv
du = 0すなわち与えられた測地線のときである．し

たがって測地線が最短の長さを与えることが証明された．

測地線の性質をもう少し続ける．

曲面 S上の測地線 (u1(s), u2(s))の微分方程式は
d2u1

ds2
+ Γ1

ij

dui

ds

duj

ds
= 0，

d2u2

ds2
+ Γ2

ij

dui

ds

duj

ds
= 0

です．微分方程式より曲面 S上の任意の点 P に対して，P の近傍 U と数

ε1, ε2 > 0 が存在して，各点 Q ∈ U と |v| < ε1（ただし v ∈ TQ(S)）を満た

す v に対して

rv(0) = Q,
drv

ds
(0) = v

を満たすただ一つの測地線

rv : (−2ε2, 2ε2) −→ S

が存在することが分かる．

r(s) が測地線なら，a を定数とすると r(as) も測地線であるから，ε を

ε = ε1ε2 とおくことにより次の命題が成り立つ．

命題

曲面 S 上の任意の点 P に対して，P の近傍 U と数 ε > 0 が存在して，各

点 Q ∈ U と |v| < ε（ただし v ∈ TQ(S)）を満たす v に対して

rv(0) = Q,
drv

ds
(0) = v

を満たすただ一つの測地線

rv : (−2, 2) −→ S

が存在する．
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上の命題より，Qと v ∈ TQ(S)に対して v の大きさが十分小さければ

r(0) = Q,
dr

ds
(0) = v

を満たす測地線

r : [0, 1] −→ S・・・（１）

が存在する．

ここで r(1) ∈ S を点 Qにおける接ベクトル v の指数写像といい expQ(v)

と表す．

r(s)が測地線のとき aが定数なら r(as)も測地線であり，微分方程式の解

の一意性より測地線 r(s)は

r(s) = expQ(sv)

となる．

指数写像を利用して，測地線の性質を調べよう．

曲面 S : f(u1, u2)上の点 P における接ベクトル vは ( ∂
∂u1 , ∂

∂u2 )を用いて

v = v1 ∂
∂u1 + v2 ∂

∂u2

と表せる．

曲面 S上の各点 Pとその点の接ベクトル v ∈ TP (S)のすべての対からな

るものを T (S)とおく．すなわち

T (S) = {(P, v)|P ∈ S, v ∈ TP (S)}
のことである．

点 P を含む S における開領域を U,U の座標系を u1, u2 とすれば v ∈
TQ(S)は

v = v1 ∂
∂u1 + v2 ∂

∂u1

と表せるから，{u1, u2, v1, v2}が T (U)の１つの座標系になる．

T (U)のこの座標系を用いて測地線の性質を調べる．

各点 P ∈ S に対して，点 (P, 0) ∈ T (S)を含む T (S)の十分小さな開領域

V で写像

V 3 (Q, v) 7−→ expQ(v) ∈ S
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が定義されることが上の命題より分かる．

ここで写像 F : V −→ S × S

を

F (Q, v) = (Q, expQ(v))

によって定義する．この写像をよく見よう．

expQ(v) は S 上の点 Q における接ベクトル v の測地線 r(s) の r(1) の

点である．すなわ２点 Q, expQ(v)は測地線で結ばれることが分かる．した

がって，F の像の要素を (R, T ) ∈ S × S とすると，２点 R, T は最短な測地

線で結ばれることがわかる．この事実をきちんと証明するのに使うのが逆関

数の定理である．すなわち F のヤコビ行列式が 0でないことを証明すれば

局所的に逆関数が存在することが保証される．

F : V −→ S × S

の (P, 0)におけるヤコビ行列式を計算しよう．

F (Q, v) = (Q, expQ(v))

である．ここで

F 1(Q, v) = Q,F 2(Q, v) = expQ(v))

ここ自明でないのは
∂F 2

∂v1
, ∂F 2

∂v2

だけである．

P を通る方向ベクトル v = v1 ∂
∂u1 + v2 ∂

∂u1 の測地線を

r(s) = (u1(s), u2(s))

とする.

u1(s) = u1(0) + (u1)′(0)s +
(u1)”(0)

2
s2 + · · ·

である．ここで，測地線 (u1(s), u2(s))は
d2u1

ds2
+ Γ1

ij

dui

ds

duj

ds
= 0，

d2u2

ds2
+ Γ2

ij

dui

ds

duj

ds
= 0

を満たし，初期条件
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du1

ds
(0) = v1,

du2

ds
(0) = v2

より，

(u1)′(0) = v1, (u1)”(0) = −Γ1
ijv

ivj

したがって，

u1(s) = u1(0) + v1s −
Γ1

ijv
ivj

2
s2 + · · ·

同様に

u2(s) = u2(0) + v2s −
Γ2

ijv
ivj

2
s2 + · · ·

したがって，(P, 0)における F 2 のヤコビ行列は

∂F 2

∂(v1, v2)
=

(
1 0

0 1

)
であるから，F のヤコビ行列は

∂F

∂(u1, u2, v1, v2)
=


1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1


であり F は (P, 0) ∈ T (S)のある近傍 V から (P, P ) ∈ S × S のある近傍

の上への可微分同相写像であることが分かる．さらに，Fによって

(Q, v) 7−→ (Q, expQ(v))

であり，R = expQ(v)とおけば２点Q,Rは測地線 expQ(sv)で結ばれる．

したがって，(P, P ) ∈ S × S の近傍としてW × W ⊂ F (V )をとればつぎ

のことがわかる．

命題

S 上の点 P に対してある近傍 W とある正の数 ε が存在して次が成り

立つ．

(1) W の任意の２点は長さが ε より小さい S の中のただ一つの測地線で

結ばれる．

(2)(1) の測地線は端点の２点に滑らかに従属する．すなわち
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Q = expP (v)とすると，

(P,Q) 7−→ (P, v)

は滑らかな写像である．

この (1),(2)は今までの議論の中で自由に使っていた内容である．
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