
3.曲面の法曲率

曲面の第２基本形式は曲面の各点における曲面が接平面から離れる量とし

て定義された．

ここでは，曲面の曲がり方を調べる．曲面の曲がり方を曲面上の曲線の曲

率を用いて表すことが本章の目的である．なお，この章の内容が曲面の曲率

である全曲率（ガウス曲率），平均曲率の土台である．

まず，用語の確認をしよう．

曲面
−→
f (u, v)とは

−→
f (u, v) =


f1(u, v)

f2(u, v)

f3(u, v)


のことで，

−→
f (u, v)は u, v のベクトル値関数である，このように

−→
f (u, v)

ベクト表記するか，または f(u, v)のように太字で表すべきなのであるが，こ

こでは f(u, v)のように通常の関数のように表記する．

偏微分は
∂f

∂u
= fu,　

∂2f

∂u∂v
= fuv

と表す．すなわち，たとえば

fuv =


f1

uv

f2
uv

f3
uv


のことである．

それでは，曲面上の点における曲面の曲がり方を調べるために用いる法曲

率を説明します．

点 P (f(u, v))を通る弧長変数の曲面上の曲線を
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u = u(s), v = v(s)

とする．すなわち，曲線 C は

C : f(u(s), v(s))

と表される．

曲線 C 点 pにおける接ベクトル α(s)は

α(s) =
df

ds
= fu

du

ds
+ fv

dv

ds
もちろん，sは弧長であるから，|α(s)| = 1である．

曲線 C の曲率ベクトルすなわち α′(s)と同じ向きの単位ベクトルを β(s)，

曲率を k(s)とすれば

k(s)β(s) =
dα(s)

ds
=

d( df
ds )

ds

=
d(fu

du
ds + fv

dv
ds )

ds

= fuu(
du

ds
)2 + 2fuv

du

ds

dv

ds
+ fvv(

dv

ds
)2 + fu

d2u

ds2
+ fv

d2v

ds2
・・・（１）

（１）を眺めましょう．曲率ベクトル α′(s) は２次の導関数であるから，

fuu や d2u
ds2 が現れますが，fuu, fuv, fvv は曲面固有の値です．

次に曲率ベクトル α′(s)の曲面の法線ベクトルへの正射影ベクトルを考え

ます．

点 P における曲面の単位法線ベクトルを −→n とする.すなわち，
−→n =

fu × fn

|fu × fn|
曲線の曲率ベクトル k(s)β(s)の単位法線ベクトル−→n への正射影ベクトル

を kn(s)−→n とすると，
kn(s) = dα(s)

ds ・
−→n

= (fuu・
−→n )(du

ds )2 + 2(fuv・
−→n )(du

ds )(dv
ds ) + (fvv・

−→n )(dv
ds )2

= L(du
ds )2 + 2M(du

ds )(dv
ds ) + N(dv

ds )2　 ・・・（２）

ただし，L, M,N は第２基本形式の係数で

L = fuu・
−→n , M = fuv・

−→n N = fvv・
−→n

である．
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ここで考えた，曲率ベクトルの法線ベクトルへの正射影ベクトル kn(s)−→n
を点 P の曲線 C の接ベクトルに対応する法曲率ベクトルといい，向きまで

考えた法曲率ベクトル（法線ベクトルを逆向きにとると − がつく）の大き
さ kn(s)を点 P の曲線 C の接ベクトルに対応する法曲率という．曲率ベク

トルと法線ベクトルのなす角を θ とすると，定義より

kn(s) = k(s) cos θ

が成り立ちます．ここで，k(s)は曲線の曲率．

（２）式を見てみよう．点 P を通る曲線の点Ｐに

おける曲率ベクトルの法線ベクトルへの正射影は，そ

の曲線の単位接線ベクトル (du
ds , du

ds ) および第２基本

形式の係数Ｌ，Ｍ，Ｎできまるということです．これ

は重要なことなのでしつこく説明すると，曲線の曲

率は，右図が示すとおり（曲率は円の半径の逆数）接

ベクトルでは決まらない．しかし，その点を通る曲線の曲率の曲面の法線ベ

クトルへの正射影は，その点における単位接ベクトルだけで決まるというこ

とを意味しています．

すなわち，曲面の点 P における単位接ベクトルごとにその点の法曲率が

対応しています．曲線を用いて説明しているが，法曲率は曲面固有の値であ

ることを理解しましょう．

次に，法曲率を求めましょう．法曲率 kn(s)は上で計算した (2)

kn(s) = L(du
ds )2 + 2M(du

ds )(dv
ds ) + N(dv

ds )2

です．通常以下のように変形します．

=
Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2

ds2

=
Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2

Edu2 + 2Fdudv + Gdv2

最後の式の分母は第１基本形式です．

この変形は少し説明が必要です．

C : f(u(t), v(t)) を弧長変数とは限らない一般の変数の曲線とし，s は弧
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長を表します．

この曲線の単位接ベクトルは
df

ds
= α = (fuu′(t) + fvv′(t))

dt

ds
さらに弧長 sで微分すると
d2f

ds2
=

(
fuuu′(t)2 + 2fuvu′(t)v′(t) + fvvv′(t)2

)
(
dt

ds
)2

+(fuu”(t) + fvv”(t))(
dt

ds
)2 + (fuu′(t) + fvv′(t))

d2t

ds2

曲率ベクトルの法線ベクトル方向の成分は第１項だけに現れることに注意

する．

また

(
ds

dt
)2 = Eu′(t)2 + 2Fu′(t)v′(t) + Gv′(t)2

であるから
d2f

ds2
· n = (Lu′(t)2 + 2Mu′(t)v′(t) + Nv′(t)2)(

dt

ds
)2

=
Lu′(t)2 + 2Mu′(t)v′(t) + Nv′(t)2

Eu′(t)2 + 2Fu′(t)v′(t) + Gv′(t)2
ここで u′(t), v′(t)を新しく du, dv と表し

kn =
Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2

Edu2 + 2Fdudv + Gdv2
・・・(3)

となる.

（３）から分かるように，法曲率は接方向 du : dv で決まる値である．

曲面の主曲率，主方向は次の章で説明するが，ここでは漸近方向，漸近曲

線の定義をする．

定義

曲面 f(u, v)上の点において，法曲率が 0である方向をその点における漸

近方向という．また，曲面 f(u, v)上の曲線が，その接ベクトルが各点で漸

近方向のとき，その曲線を漸近曲線という．
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与えられた点において (du, dv) = fudu + fvdv が漸近方向のとき du, dv

は

Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2 = 0・・・（４）

を満たす．

したがって，漸近方向が存在する必要十分条件は

M2 − LN = 0

である．

（４）は

L

(
du

dv

)2

+ 2M

(
du

dv

)
+ N = 0

となるので，

M2 − LN ＞ 0のとき
du

dv
=

−M ±
√

M2 − LN

L
・・・（５）

M2 − LN = 0のとき
du

dv
= −M

L
・・・（６）

である．

漸近曲線を求めるのはベクトル場が与えられたときの積分曲線，すなわち

微分方程式 (5),(6)を解くことになる．

曲面上の曲線の法曲率とは，曲線の曲率ベクトルすなわち k(s)β(s) =
dα(s)

ds
の接平面の法線ベクトル −→n への正射影であったから，法曲率を求め

るには，曲線の曲率ベクトルが −→n と平行である場合を考えればよい．した
がって，次の曲線の曲率が曲面の法曲率である．

曲面 S 上の点 P における接ベクトルを −→w = afu + bfv とする．
−→n と −→w

の決める平面をＰにおける接ベクトル −→w が定める直截（ちょくせつ）面と
いう．曲面 S と直截面の交線として定まる曲線を点 P における接ベクトル
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−→w が定める直截線という．直截線は直截面上にあるから，曲率ベクトルは
曲面の法線ベクトル −→n と平行であり，直截線の曲率とその曲線の接線の方
向の法曲率は一致する．

球面で，曲率と法曲率の関係を確認してみよう．　

右の球面上の２つの円 C，C ′ は共に点 P を

通り，円 C は大円で，O，O′ はそれぞれ円 C，

C ′ の中心です．さらに，２つの円の点Ｐにお

ける接ベクトルの向きは一致しています．円

Ｃの曲率ベクトルの向きは
−−→
POで，曲線 C ′ の

曲率ベクトルの向きは
−−→
PO′ です．曲率の大き

さは，曲率半径の逆数ですから，C，C ′ の半

径をそれぞれ R, r とすれば円 C，C ′ の点 P

における曲率はそれぞれ 1
R ,1r となります．当然のことですが，曲面上の点

P を通る曲線について，P における接ベクトルが同じ向きだからといって曲

率が同じであるわけではありません．しかし，曲率ベクトルの法線ベクトル

への正射影は一致するということが，今までの内容です．

この事実を上の例で確認にしましょう．
−−→
PO と

−−→
PO′ のなす角を θ としま

す．まず，
−−→
PO が Pにおける接平面の法線ベクトルですから，Ｐを通る大

円が緑色のベクトルの直截線です．球の中心 Oから C ′ を含む平面に降ろし

た垂線の足は O′ ですから，

R cos θ = r

したがって，
1
r

cos θ =
1
R

すなわち

(C ′ の点 P における曲率)× cos θ=(C の点 P における曲率)

=(点 P における与えられた接ベクトルの法曲率)

となり上で述べたことが確かめられました．
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曲面上の点 P における法曲率

が曲率である円を接平面に垂直

にいくつかの方向で書いたもの

が右の図です．このような円を

もっと書くことにより，曲面の

点Ｐにおける曲がり具合を知る

ことができます．

さらに，地図の等高線でいうと，等高線の間隔が広いほど傾斜は緩やかで

す．傾斜を曲率に当てはめれば，傾斜が緩やかなほど，曲率半径はい大きく

なります．そこで，上の図を発展させて，各方向の曲率半径（実際は曲率半

径の平方根）を利用してその点の曲がり具合を等高線の形として表したのが

後で学ぶデュパン（Dupin）の標線です．

例

双曲放物面

f(u, v) = (u, v, u2 − v2)

について法曲率を求めよう．

第１基本形式，第２基本形式が

計算されれいるのでそれを利用

する．第１基本形式は

I = (1+4u2)du2−4uvdudv+

(1 + 4v2)dv2

第２基本形式は

II =
2(du2 − dv2)√
4u2 + 4v2 + 1
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したがって，(0, 0)における (du, dv)方向の法曲率 kn(du, dv)は

kn(du, dv) =
2(du2 − dv2)
du2 + dv2

です．微分幾何の習慣でこのように書きますが，よく見慣れた形で書く

と，(0, 0)における afu + bfv 方向の法曲率 kn(a, b)は

kn(a, b) =
2(a2 − b2)
a2 + b2

となります．

この双曲放物面は直線を含みます．実際２直線

(u, u, 0),(u,−u, 0)

はこの曲面上にあります．直線の曲率は０であるので，その方向の法曲率

も０になります．実際，，

fu(0, 0) = (1, 0, 0), fv(0, 0) = (0, 1, 0)

より，fu(0, 0), fv(0, 0)方向の法曲率は０なります．当然この直線は漸近

曲線です．

このように，曲面が直線を含

むとき，その方向の法曲率は０

になりますが，逆は成り立ちま

せん．法曲率ベクトルが０とは

その方向の曲率ベクトルが接平

面の法線ベクトルと直交する，

すなわち接平面上にあるという

意味です．たとえば，トーラス

面上の一番標高の高い点を結ん

だ円，標高の低い点を結んだ円

の曲率ベクトルは接平面上にあ

り，その方向の法曲率は０となります．すなわち，この円は漸近曲線です．
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