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最小木問題の初等幾何的取り扱いSteiner
小室久二雄

＜要約＞

平面上のいくつかの点を与えたとき，それらの点をを結ぶ最短のネットワークを求める

問題を最短ネットワーク問題または 最小木問題と呼ぶ．この問題は与える点が増Steiner
えると指数関数的に計算時間が増大するＮＰ（ ）困難問Non deterministic polynomial time
題として有名であり〔 ，比較的小さい与えら得た点に対して，いかに計算量を少なく1〕
して解決を目指すという研究は盛んであるが，純粋の初等幾何の問題としてはそれほど注

目されていない．

４点の場合の 最小木の性質を初等幾何学的に解決しさらにその結果を５点の場Steiner
合に応用した．それらの内容を報告する．

１．はじめに

平面上にいくつかの点を与えたとき，最短のネットワークを求める問題を 最小Steiner
木問題（ ）という．Steiner minimal tree problem

では，平面上の３点の場合を扱う．３点の場合はすでに完全に解決されているが，初2
等幾何の立場から見ると，この３点の場合が，考え方の基本となっている． では以下2.1
で用いる３点で成り立つ諸性質を証明している．

与えられた点を結ぶネットワークには新しい点を付け加えて上で構成される場合と，与

えられた点を結ぶ線分だけにより構成される場合がある．前者の場合の最短のネットワー

クを 最小木（ ）といい後者の場合の最短ネットワークを最小Steiner Steiner minimal tree
木（ ）と呼ぶ．与えられた点に対して 最小木の長さと最小木minimal spanning tree Steiner
の長さの割合は興味ある問題で，この比を 比という．すなわちSteiner

（ 比）＝Steiner

である． では，３点の 比の最小値が であることを証明している．この2.2 Steinr

事実はすでに[２]で証明されているが，ここでは純粋に初等幾何の問題として扱い，与え

られた３点をどのように変化させれば 比を減少させながら正三角形になるかがわSteiner
かる．

は４点の連絡網を扱い，本稿の中心である． では，４点の場合， 最小木と3 3.1 Steiner
3.2なる候補は２つありそのどちらが短いかを辺の長さだけで判断する方法が述べてある．

では 木が存在する条件を扱い， では４点が凸でない場合を扱っている． でSteiner 3.3 3.4
は 最小木の 点間の距離の性質を調べている．Steiner Steiner

． ．4 Steinerでは５点の連絡網扱っている ５点の場合の最小の 木となる候補は５つある

では で述べた４点の場合を利用して，５個の候補のうち２つ以下に絞る方法を紹介1.1 3
し， では中継点（ 点）の距離の性質を用いて， 最小木でないものを見つ4.2 Steiner Steiner

（最小 S teiner木の長さ）

(最小木の長さ )
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けだす方法を述べている．

２．３点の 最小木問題Steiner
３点の 最小木問題2.1 Steiner

ここでは３点の 最小木問題を扱う．この問題は，Steiner
３つの都市Ａ，Ｂ，Ｃがあるとき，どの都市にもいける道路網はどのように作れば一番

短いか

と言い換えることもでき，身近でかつ重要な問題である．

， ．次の２つの定理が３点の 最小木問題の解答であり これからの議論の基礎となるSteiner

定理１

△ＡＢＣの内角がどれも１２０°より小のとき，△Ａ

ＢＣの 点をＦとすればＡＦ＋ＢＦ＋ＣＦが３点Steiner
Ａ，Ｂ，Ｃの 最小木になる．なお，△ＡＢＣのSteiner

点Ｆとは∠ＡＦＢ＝∠ＢＦＣ＝∠ＣＦＡ＝１２Steiner
０°を満たす点である．

証明

点Ｐを平面上の任意の点とする．△ＡＰＣを点Ａの周りに６０°回転した三角形を△Ａ

ＱＣ’とする．このとき，△ＡＰＱ，△ＡＣＣ’は正三角形である．したがって

ＢＰ＋ＡＰ＋ＣＰ≦ＢＰ＋ＰＱ＋ＱＣ’≦ＢＣ’

等号が成り立つのは∠ＡＱＰ＝∠ＡＰＱ＝６０°であるから

∠ＡＰＢ＝∠ＡＱＣ’＝１２０°

のとき．さらに

∠ＡＱＣ’＝∠ＡＰＣ

であるからＰが

∠ＡＰＢ＝∠ＡＰＣ＝１２０°

のときＡＰ＋ＢＰ＋ＣＰが最小になる．したがって定理が成り立つ．

ここでいう 点は三角形の場合は 点と呼ぶことも多い．Steiner Ferma
Ｓが 点のとき，△ＡＢＣの外側に正三角形ＡＣＣ’を作りその外接円をＯとすSteiner

れば，３点Ｂ，Ｓ，Ｃ’は一直線上にあり，さらに

∠ＡＳＣ＝１２０°であるから，ＳはＢＣ’と円Ｏ

の交点である．さらに，

ＳＣ＝ＴＣ ，ＡＳ＝ＳＴ’

であるから

ＳＡ＋ＳＢ＋ＳＣ＝ＢＣ’かつＳＡ＋ＳＣ＝ＳＣ

’

が成り立つ．この性質はこれからしばしば用いられ

る．

当然，辺ＡＢ，ＢＣの外側に正三角形を作っても同じ性質が成り立つ．
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定理２

△ＡＢＣで∠Ａ≧１２０°のとき，３点Ａ，Ｂ，Ｃの最短の連絡網は

ＡＢ＋ＡＣである．

証明

１８０°－∠Ａ＝θとおく．

平面上の任意の点Ｐに対して，△ＡＰＣをＡの周りに

θだけ回転させたものを△ＡＰ’Ｃ’とする．

このときＰＰ’≦ＡＰであるから

ＢＰ＋ＡＰ＋ＣＰ≧ＢＰ＋ＰＰ’＋Ｐ’Ｃ’

≧ＢＣ’＝ＡＢ＋ＢＣ

したがって，ＰをどこにとってもＡＢ＋ＡＣより短くなることはない．

この２つの定理が示すように，３点の最短ネットワークは 点を用いて構成されSteiner
る場合と，与えられた点を結ぶ線分だけにより構成される場合がある．与えられた点を結

ぶ線分だけ考えこたときの最短ネットワークを最小木（ ）と呼び，与minimal spanning tree
Steiner Steinerえられた点以外に中継点を付け加えて構成されるネットワークを 木といい，

木のうち最短のものを 最小木（ ）と呼ぶ．このときの中継点をSteiner minimarl Steiner tree
点という．３点の場合は 木は１つしかないが，４点以上の場合は与えられSteiner Steiner

る点が増えれば， 木も指数関数的に増える．それゆえにこの問題は「ＮＰ完全問Steiner
題」の１つであり，最小のものを見つけることの困難さがここにある．

なお，最小木を見つけることはたやすい．実際，ｎ個の点が与えられたとき，２点を結

ぶ線分は Ｃ 本あり，それを短い順に閉じないようにｎ－１本を選べばよい〔 ．ｎ ２ 3〕

比2.2 Steiner
最小木が存在するときそれが最小木より短いとは一般にはいえないが，与えらSteiner

れたいくつかの点に対して

（ 比）＝Steiner

によって 比を定義する．一般には 最小木の方が最小木より短いがそうでなSteiner Steiner
い場合も存在し， 木が存在しない場合もある．そのときは 比＝１ と定義Steiner Steiner
する．すなわち，すべての連絡網のうちで一番短いものを最小 木と定義する．Steiner
３点の 比については次の定理が成り立つ．Steiner
定理３

３点の 比の最小値は である．なお最小値を与えるのは正三角形である．Steiner

証明

△ＡＢＣで１つの内角が１２０°以上のとき， 比は１であるからSteiner
３点Ａ，Ｂ，ＣがＣＡ≦ＡＢ≦ＢＣ，∠Ａ＜１２０°である△ＡＢＣで調べればよい．

（ S teiner最小木の長さ）

(最小木の長さ )
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Ｂ，Ｃを固定して考える．頂点Ａは右図の太線

の内部または周上を考えればよい．

頂点Ａに対して，ＢＰ＋ＣＰ＝ＢＡ＋ＣＡを満た

す点Ｐの軌跡すなわち，Ｂ，Ｃを焦点とするＡを

通る楕円を考える．Ｐがこの楕円の右図の太線の

内部または周上を動くとき，三点Ｐ，Ｂ，Ｃの最

小木の長さはＰＢ＋ＰＣで一定であるので，最小

木の長さが最小になる場合が 比の最小値である．Steiner Steiner
以下，Ｐが上記の楕円上を動くときの最小

木の長さの最小値を求める．Steiner
ＢＣをｘ軸，ＢＣの垂直２等分線をｙ軸とし，

Ｃ（ｃ，０）する．

楕円上の点をＰ（ａ θ，ｂ θ）とおくこcos sin
とができる．ただし，ＡＢ＋ＡＣ＝２ａ，

２ ２ ２ｂ ＋ｃ ＝ａ

△ＰＢＣの 点をＦとするとSteiner
ＰＦ＋ＢＦ＋ＣＦ＝ＰＤ

ただし，Ｄ（０， ｃ）

ＰＤ ＝（ａ θ） ＋（ｂ θ＋ ｃ） ＝ｆ（θ）２ ２ ２cos sin

ｆ （θ）＝ ・・・①’

である．

ｂ≧ のときＢＡ＝ＢＣまたはＣＡ＝ＣＢのときにＰＤは最小値をとる．

０＜ｂ＜ のとき，①より

- 3

3

2 3 ccosθ (b－
3
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ｂ＝ すなわち θ＝ のときsin

（ ， ） （ ， ）Ｐ ａ θ ｂ θ はcos sin

である．Ｓ（０，－ ）とおく．

ＳＰ ＝２

であるから，ＰはＦを中心とするＣＢを見込む角が１２０°の円弧上．したがってこの場

合もＢＡ＝ＢＣまたはＣＡ＝ＣＢのときにＰＤは最小値をとる．

したがって，あとはＣＡ≦ＢＣ＝ＢＡのとき調べればよい．

ＡＢ＝ＢＣ＝１，∠ＡＢＣ＝２θとおき，０＜θ≦ で考

える．

ｆ（θ）＝

ｆ （θ）＝ ≦０’

したがって，命題が証明された．

比が小さいことを，steiner
最小木の効率よいというSteiner

ことにすれば，周の長さが一定

の３点において，辺ＢＣが一番

長い△ＰＢＣに対して，

点ＱをＢＱ＋ＣＱ＝ＢＰ＋ＣＰかつＢＣ＝ＢＱを満たすようにとり，さらに正三角形に変

化させていけば， 比が単調に減少する．Steiner

π

6

AB+AC
BD

=
cosθ＋ ３ sinθ

1+2sinθ

－ 2－ 2sin(θ－
π

３
）

(1+2sinθ ) 2

csinθ
3

3 b
c

a c 2-3b 2

c
3 b 2

c

3

c
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４点の場合は正三角形ＡＢＣでＣの

近くに第４の点Ｄをとれば限りなく に近くな

る （Ａを中心とする半径ＡＣの円周上をに点Ｄおき，．

点ＤをＣに近づければよい）

さらにＤの近くに何個でも点を置けるから，

ｎ点の 比の最小値は より大にはならない．Steiner

例 正三角形２つよりできるひし形は 比がSteiner

となり，この値は比較的小さい値である．

４点の 最小木3. Steiner
４点の 最小木3.1 Steiner

４点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄを結ぶ最短の連絡網を調べよう．三角形と

同じように，４点以外の点Ｐを用いて

ＰＡ＋ＰＢ＋ＰＣ＋ＰＤ

が最小になる場合を考えると，それはＰがＡＣとＢＤの交点Ｏ

のときである．実際

（ＰＡ＋ＰＣ）＋（ＰＢ＋ＰＤ）≧（ＯＡ＋ＯＣ）＋（ＯＢ＋ＯＤ）

である．

しかしこれは最短ではない．△ＡＢＯ，△ＣＤＯの 点Steiner
をそれぞれＳ ，Ｓ とすると１ ２

ＯＡ＋ＯＢ＋ＯＣ＋ＯＤ＞ＡＳ ＋ＢＳ ＋Ｓ Ｓ ＋Ｓ Ｃ＋１ １ １ ２ ２

Ｓ Ｄ２

である．

Steinerもし ＡＳ ＋ＢＳ ＋Ｓ Ｓ ＋Ｓ Ｃ＋Ｓ Ｄ が最短なら Ｓ は△ＡＢＳ の， ，１ １ １ ２ ２ ２ １ ２

点であり，Ｓ は△ＣＤＳ の 点である．したがって，Ｓ ，Ｓ それぞれで３本の２ １ １ ２Steiner
線分が互いに１２０°で交わらなければならない．このＳ ，Ｓ のように，与えられた点１ ２

Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄに対して，３本の線分がそれぞれ１２０°をなすように付け加えた点を

． ， ．Steiner Steiner Steiner点という このような 点が２個ある連絡網が 最小木の候補である

この連絡網が最短であることを示すには，すくなくとも４点の連絡網では 点がSteiner
２個以下であることを示す必要がある．それは次の定理による．

7
3

3
2

3
2
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定理４〔２〕

ｎ個の点の 最小木で， 点は最大ｎ－２個である．Steiner Steiner
証明

点の個数をｋ個とする．このとき 木を構成する線分はｎ＋ｋ－１本であSteiner Steiner
る．

一方，各線分は２頂点を結び，かつ 点からでる線分は３本で，ｎ個の点からは少steiner
なくとも１本の線分が出ている．したがって

２（ｎ＋ｋ－１）≧３ｋ＋ｎ

∴ ｋ≦ｎ－２

等号が成り立つのは，ｎ個の頂点からそれぞれただ１本の線分が出ているときである．

この定理より，４点の 最小木を調べるには 点が２個以下のときだけ考えれSteiner Steiner
ばよい．

， ， ， ，４点Ａ Ｂ Ｃ Ｄが与えられたとき

点を２個持つ 木は２つ存Steiner Steiner
在する．

まず，作り方を述べる．

２個の 点をＰ，Ｑとする．Steiner
右図は四角形ＡＢＣＤの辺ＡＢ，ＣＤ

の外側に正三角形ＡＢＥ，ＤＣＦを描

いたものである．

点Ｐは△ＡＢＱの 点であるから３点Ｅ，Ｐ，Ｑは同一直線上にあり，Steiner
同様に３点Ｐ，Ｑ，Ｆも同一直線上にある．したがって，４点Ｅ，Ｐ，Ｑ，Ｆは直線上あ

り，Ｐは△ＡＥＢの外接円上でもあるから，ＥＦと△ＡＥＢ，△ＤＣＦの外接円との交点

が 点である．Steiner
上の図で，ＡＰ＋ＢＰ＋ＰＱ＋ＣＱ＋ＤＱ＝ＥＦであるから

ＡＰ＋ＢＰ＋ＰＱ＋ＣＱ＋ＤＱ≦ＡＢ＋ＡＤ＋ＤＣ

ＡＰ＋ＢＰ＋ＰＱ＋ＣＱ＋ＤＱ≦ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＤ

がわかる．

さらに，Ｐ ，Ｑ’を任意に取っ’

たとき，

△ＡＰ’ＢをＡの周りに－６０°

回転した三角形を△ＡＧＥ，△Ｄ

Ｑ’ＣをＤの周りに６０°回転し

た三角形を△ＤＨＦとする．この

とき

’ ’ ， ’ ，ＡＰ ＝Ｐ Ｇ Ｐ Ｂ＝ＥＧ

ＤＱ’＝Ｑ’Ｈ，Ｑ’Ｃ＝ＨＦ

であるから
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ＡＰ’＋Ｐ’Ｂ＋Ｐ’Ｑ’＋Ｑ’Ｃ＋Ｑ’Ｄ

＝ＥＧ＋ＧＰ’＋Ｐ’Ｑ’＋Ｑ’Ｈ＋ＨＦ≦ＥＦ

等号が成り立つのは

∠ＡＧＥ＝ＡＰ’Ｑ’＝∠ＤＱ’Ｐ’＝∠ＤＨＦ＝１２０°

でＰ ，Ｑ’が 点のときである．’ Steiner

４点の 木はもう１つある．それは線分ＡＤ，ＢＣを１Steiner
辺とする正三角形△ＡＤＧ，△ＣＢＨをつくり作成したもの

である（右図 ．２つの 木のＥＦとＧＨどちらが短いか） Steiner
が問題であるがこれは後で述べる．

，（ ， ），（ ， ） （ ，四角形ＡＢＣＤが凸のとき Ａ Ｂ Ｃ Ｄ または Ａ

），（ ， ） ． （ ，Ｄ Ｂ Ｃ を組にして 木を考えている もし ＡSteiner
Ｃ （Ｂ，Ｄ）を組にしたときどうなるかも検討する必要が），

ある．

このとき，Ｐ，Ｑをとり，ＰＡ，ＰＣ，及びＱＢ，ＱＤ

を結び

ＰＡ＋ＰＣ＋ＰＱ＋ＱＢ＋ＱＣ

の最小値を求めることになるが，これはＡＣ，ＢＤの交

点をＯとするとき，Ｐ，ＱがＯと一致するときが一番短

く，その長さは最短ではないので，この場合は考える必

要はない．

４点の 最小木の見つけ方3.2 Steiner
Steiner Steiner Steiner４点を与えたとき 点を２つもつ 木は最大２つ存在する どちらが， ．

最小木になるかは重要な問題である．ここではこの問題を扱う．なお，この証明が本稿の

一番の目的である．

問題は，凸四角形の外側に正三角形△ＢＡＥ，△ＣＢ

Ｈ，△ＤＣＦ，△ＡＤＧを作ったときＥＦ，ＧＨいずれ

が短いかを調べることである．まず，四角形ＡＢＣＤは

∠Ｂ，∠Ｃ，ＡＢ＝ａ，ＢＣ＝ｂ，ＣＤ＝ｃ

で決まるから，ＥＦ，ＧＨをａ，ｂ，ｃ，Ｂ，Ｃで表し

て調べる．ＥＦの長さを計算すると，
２ ２ＥＦ ＝(ｂ＋ａ ( °－Ｂ)＋ｃ ( °－ｃ ）cos 120 cos 120 ）

２＋(ａ ( °－Ｂ)－ｃ （ °－Ｃ))sin 120 sin 120
=a +b +c +2abcos 120 -B +2bccos 120 - +2cacos2 2 2 ( ° ) ( ° Ｃ)

( ° ))240 -B-C
となる．

ここで，次の命題を用いる．
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命題

凸四角形ＡＢＣＤの外側に，ＡＢ，ＣＤを底辺とする正三角形△ＥＢＡ，△ＤＣＦ及び，

ＢＣ，ＤＡを底辺とする頂角が１２０°の２等辺三角形△ＫＣＢ，△ＬＡＤを作る．この

とき

ＥＦ⊥ＫＬ，ＥＦ＝ ＫＬ

がなりたつ．

証明

（ ， ） ．Ａの周りにθ回転する回転移動をＲ Ａ θ とおく

このとき，合成写像

（ ， ） （ ， ） （ ，Ｒ Ｌ －１２０° Ｒ Ｆ －６０° Ｒ Ｋ〇 〇

－１２０°） Ｒ（Ｅ，－６０°）〇

－ °回転であるから平行移動であり，さらにＡ→360
Ａであるから恒等変換である．

Ｒ（Ｋ，－１２０°） Ｒ（Ｅ，－６０°）〇

の回転の中心をＯとすると，この合成写像は

Ｒ（Ｏ，－１８０°）であり，さらに

Ｒ（Ｌ，－１２０°） Ｒ（Ｆ，－６０°）〇

の回転の中心はＯである （∵ ４つの回転移動の．

合成が恒等写像である）

したがって，△ＯＥＫと△ＯＦＦＫはともに

３０°，６０°，９０°の三角形．したがって，

△ＯＬＫを９０度回転し 倍したのが△ＯＦＥ．したがって，命題が成り立つ．

上の命題より，右図のＥＦとＧＨの大小は

ＥＦと ＰＱの大小を調べればよいことが分

かる．ただし，△ＰＢＡ，△ＱＤＣは頂角が１２０

°の２等辺三角形．四角形ＡＢＣＤはＡＢ＝ａ，

ＢＣ＝ｂ，ＣＤ＝ｃ，∠Ｂ，∠Ｃで決まるから

ａ，ｂ，ｃ，Ｂ，Ｃで表す．
２ ２ＥＦ －ＧＨ
２ ２＝ＥＦ －３ＰＱ

＝ －２ｂ ＋２ａｂ Ｂ＋２ｂｃ Ｃ２ cos cos
＋２ｃａ （Ｂ＋Ｃ）cos
となる．

次に，ＥＦとＧＨの大小を調べるのに次の命題が役に立つ．

3

3

3
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命題

凸四角形ＡＢＣＤのそれぞれの辺の外に書いた正三角形△ＥＢＡ，△ＨＣＢ，△ＦＤＣ，

△ＧＡＤに関して次が成り立つ．
２ ２ ２ ２ＥＦ＝ＧＨ ⇔ ＡＤ ＋ＢＣ ＝ＡＢ ＋ＣＤ

証明

複素数を用いる．

Ａ（ａ ，Ｂ（ｂ ，Ｃ（ｃ ，Ｄ（ｄ ，Ｅ（ｅ ，Ｆ（ｆ ，Ｇ（ｇ ，Ｈ（ｈ）とする．） ） ） ） ） ） ）

ω＝ とおけば

ｅ－ｂ＝ω（ａ－ｂ)，ｈ－ｃ＝ω（ｂ－ｃ ，ｆ－ｄ＝ω（ｃ－ｄ ，ｇ－ａ＝ω（ｄ－） ）

ａ）

このとき

│ｆ－ｅ│ －｜ｇ－ｈ｜ ＝２ ２

が成り立つので，命題が証明された．

さらに次の命題が成り立つ

命題

凸四角形ＡＢＣＤにおいて

ＡＤ ＋ＢＣ ＝ＡＢ ＋ＣＤ ⇔ ＡＣ⊥ＢＤ２ ２ ２ ２

が成り立つ．

証明

ＡＣ⊥ＢＤ⇔Ｂ，ＤからＡＣに下した垂線の足が一致す

る

⇔ ＤＡ －ＡＨ ＝ＤＣ －ＣＨ かつ２ ２ ２ ２

２ ２ ２ ２ＢＡ －ＡＨ ＝ＢＣ －ＣＨ
２ ２ ２ ２ ２ ２⇔ ＤＡ －ＤＣ ＝ＡＨ －ＣＨ ＝ＢＡ －ＢＣ

２ ２ ２ ２⇔ ＡＤ ＋ＢＣ ＝ＡＢ ＋ＣＤ

この命題は，四角形の４辺を与えて，もし対角線が直交するなら，形を変えてもすなわち

２点Ａ，Ｃ間の距離を長くしても短くしても必ず対角線

は直交することを意味している．逆に考えれば，４辺の

長さを与えて対角線が直交しなければ，形を変えても対

角線は直交しないことが分かる．

したがって，４辺の長さを与えれば，ＥＦとＧＨの大

小は四角形の形が変わってもかわらないことが分かる．

すなわち，ａ，ｂ，ｃ，ｄを与えたときのＥＦ，ＧＨ

の大小は，計算しやすい場合たとえばａ＋ｂ＜ｃ＋ｄ

のとき∠Ｂ＝１８０°の場合に調べる．
２ ２ＥＦ －ＧＨ

1+ 3 i

2

{(d-b)( a - c )+( d - a )(a-c)}(ω 2+ω 2)
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＝ －２ｂ ＋２ａｂ Ｂ＋２ｂｃ Ｃ２ cos cos
＋２ｃａ （Ｂ＋Ｃ）cos
＝ａ ＋ｃ －（ｂ ＋ｄ ）２ ２ ２ ２

したがって，
２ ２ ２ ２ａ ＋ｃ ＞ｂ ＋ｄ

⇔ ＥＦ＞ＧＨ

したがって，次の定理を得る．

定理５

凸四角形ＡＢＣＤのそれぞれの辺の外に書いた正三角形

△ＥＢＡ，△ＨＣＢ，△ＦＤＣ，△ＧＡＤに関して次が

成り立つ．
２ ２ ２ ２ＡＢ ＋ＣＤ ＞ＡＤ ＋ＢＣ

のとき，４点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄの 最小木の長さはＧSteiner
Ｈである

２ ２ ２ ２ＡＢ ＋ＣＤ ＜ＡＤ ＋ＢＣ

のとき，４点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄの 最小木の長さはＥSteiner
Ｆである．

注意

四角形ＡＢＣＤの対角線ＡＣ，ＢＤの交点をＯとする．

このとき，
２ ２ ２ ２ＡＢ ＋ＣＤ ＜ＡＤ ＋ＢＣ

⇔ ∠ＡＯＢ＜∠ＡＯＤ

⇔ ∠ＡＯＢ＜９０°

であるから，対角線のなす角で判断してもよい．

作れるための条件3.3 Steiner Steiner２個の 点を持つ 木が

今までは，４点の 木が２つ作れる場合のどちらが短いかを調べてきたが，ここSteiner
では，４点の 木ができるための条件を求める．Steiner

四角形ＡＢＣＤの外側に正三角形△ＡＢＰ，

△ＤＣＱをつくり，△ＡＢＰ，△ＤＣＱの外接

円をそれぞれＯ，Ｏ’とする． 木は線分Steiner

ＰＱと円Ｏ，Ｏ’の の部分との交点

をＲ，Ｓとすると，線分ＡＲ＋ＢＲ＋ＲＳ＋Ｓ

Ｃ＋ＳＤで与えられる．したがって，１つ目の

AB , CD
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条件は線分ＰＱが と交わる．すなわち∠

ＡＰＢの中に点Ｑが含まれ，∠ＤＱＣの中に含まれるこ

とである．

さらに，２点Ｒ，Ｓが入れ替わると作れなくなるので，

２円Ｏ，Ｏ’が互いに他の外部にあるときは問題ないが，

２円Ｏ，Ｏ’が交わるときは注意深くＲ，Ｓの関係を調

べる必要がある．

右上図は，連絡網が存在しないが，右下図は連絡網が存在する．

したがって， 点を２個持つ 木が２つ存在Steiner Steiner
するかどうかを調べるには，各辺の外側に正三角

形△ＢＡＰ，△ＣＢＲ，△ＤＣＱ，△ＡＤＳとそ

の外接円をかき，線分ＳＲが∠ＡＳＤ，∠ＢＲＣ

の内部にあり，かつ線分ＰＱが∠ＡＰＢ，∠ＣＱ

Ｄの内部にある．

さらに，向かい側の円同士が互いに他の外部にあ

るか，もし交わるときは円弧との線分ＰＱ，ＳＲ

との交点を調べればよい．

最小 木が最短であることの証明3.4 Steiner
与えられた４点が２個の 点をもつ 木が２Steiner Steiner
つ存在するとき，いずれかの連絡網（実際はＡＢ ＋Ｃ２

Ｄ とＢＣ ＋ＤＡ の大小を調べＡＢ ＋ＣＤ ＜ＢＣ ＋２ ２ ２ ２ ２ ２

） ．ＤＡ のときはＰＱ が 最小木であることを示す２ Steiner
頂点を結ぶ３本の線分が３本とも辺のとき．

右図で

ＡＤ＋ＡＢ＋ＢＣ＞ＳＲ

ＡＤ＋ＤＣ＋ＣＢ＞ＳＲ

ＡＢ＋ＢＣ＋ＣＤ＞ＰＱ

ＡＢ＋ＡＤ＋ＤＣ＞ＰＱ

AB , CD
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であるから成り立つ．

次に，頂点を結ぶ３本の線分が対角線を含むとき

右図のように３本の線分がＡＢ＋ＡＣ＋ＣＤのとき

ＡＢ＋ＡＣ＋ＣＤ＝ＰＡ＋ＡＣ＋ＣＱ＞ＰＱ

右下図のように３本の線分がＡＣ＋ＢＣ＋ＣＤのとき．

Steiner△ＡＣＤに注目すればＣＳは３点Ａ，Ｃ，Ｂの

最小木の長さより

ＣＳ＜ＡＣ＋ＣＤ

∴ ＢＣ＋ＡＣ＋ＣＤ＞ＢＣ＋ＣＳ

さらに△ＢＣＳに注目すれば

ＢＣ＋ＣＢ＞ＳＲ

．以上で 最小木は最小木より短いことが証明されたSteiner

Steiner Steiner４点Ａ Ｂ Ｃ Ｄの 木は ３点の， ， ， ，

Steiner木と線分 すなわち右図の３点Ａ Ｃ Ｄの， ， ，

最小木に線分ＢＣを加えたものもある．これは，

ＣＢ＋ＣＳと長さは一致するからＳＲより長い．

なお，この 木の長さは 点の片方をSteiner Steiner
Ｃにしたものと考えてもよい．

以上で，４点において 点を２つ持つもSteiner
木が２つ存在するとき，そのいずれかがSteiner
最小木であることが証明された．Steiner

２つの 木ＰＱ，ＲＳのうち片方しか存在しないときでも，短いＰＱの方注意 Steiner
が存在すれば，上で述べたいずれの連絡網もＰＱまたはＲＳより短いのでＰＱが最短であ

る（下左図 ．）

， ， ． ，しかし ＰＱ ＲＳで短いほうが存在しないときはそうは行かない ３つの線分の長さ

及び内角が１２０°より小さい三角形の 木と残りの短い辺の和との大小を調べるSteiner
必要ある（下右図 ．）
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四角形ＡＢＣＤが凸でないとき3.5
点Ｄが△ＡＢＣの内部にあるときを考える．

∠ＡＤＢ，∠ＢＤＣ，∠ＣＤＡの内，１２０°より小さい角が１つのとき．

たとえば，∠ＣＤＡだけが１２０°より小さいとき，

△ＡＤＣの 点をＦとすればSteiner
ＢＤ＋ＡＦ＋ＣＦ＋ＤＦ

が最短である．

∠ＡＤＣと∠ＢＤＣが１２０°より小のとき．ＢＣ，ＣＡの外側に正三角形ＥＣＢ，ＣＦ

Ａをつくる．

このとき，ＡＤ＋ＤＥ，ＢＤ＋ＤＦのいずれが短いかを調べる必要がある．

ＡＥとＢＦの長さが等しいから，Ａ，Ｅを焦点とするＤを通る楕円とＢ，Ｆを頂点とす

るＤを通る楕円の離心率の大小を調べることにする．

＝ｃ，∠ＥＡＤ＝θ，ＡＤ＝ｒとおくと

離心率ｅは２次方程式

（ｒ θ）ｅ －（ｃ＋ｒ）ｅ＋ｃ＝０cos ２

の解である．離心率の大きいほうが 最小木をSteiner
与える．

（ＡＤ＋ＤＥ，ＢＤ＋ＤＦの大小は∠ＡＤＣと∠Ｂ

ＤＣの大小と一致しそうだが∠ＡＤＣ＝∠ＢＤＣの

とき調べれば，一致しないことが分かるようにそれ

ほど単純ではない）

AE
2
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４点の 最小木の 点間の距離3.6 Steiner Steiner
４点の２個の 点を持つ 最小木Steiner Steiner

の 点Ｓ ，Ｓ 間の距離を調べる．Steiner １ ２

１ １ １ ２ ２ ２ＡＳ ＋ＢＳ ＋Ｓ Ｓ ＋ＣＳ ＋ＤＳ

が４点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄの 最小木とする．Steiner
このとき，ＡＣとＢＤの交点をＯとすると

∠ＡＯＢ＜∠ＡＯＤ

が成り立つ．

一方，ＡＳ ，ＢＳ ，ＣＳ ，ＤＳ の中で一１ １ ２ ２

番短いもの（またはその一つ）をＡＳ とする．１

ＢＳ ，ＣＳ ，ＤＳ 上にそれぞれ点Ｂ ，Ｃ ，１ ２ ２ ’ ’

Ｄ’を

１ ２ ２ １Ｂ’Ｓ ＝Ｃ’Ｓ ＝Ｄ’Ｓ ＝ＡＳ

を満たすようにとる．このとき，四角形ＡＢ’Ｃ’Ｄ’は長方形でＡＣ ，Ｂ’Ｄ’の交’

点をＯ’とすると，

∠ＡＯ’Ｂ’＜∠ＡＯＢ

であるから

∠ＡＯ’Ｂ’＜∠ＡＯ’Ｄ’

したがって，ＡＤ’＞ＡＢ’がなりたつ．

ここで，ＡＳ ＝ａ，Ｓ Ｓ ＝ｂとおくと１ １ ２

ＡＤ’＝ａ＋ｂ，ＡＢ’＝ ａ

したがって，

ｂ＞（ －１）ａ

が成り立つ．

この性質より， 最小木は 点間の距離が有る程度以上長いことがわかり，一Steiner Steiner
目でこれは 最小木でないことが判断できる場合がある．この性質はあとで，５点Steiner
の連絡網で利用する．

４ ５点の場合．
４点の性質を利用した方法4.1

５点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅの 連結点を３個持つ 木は５個存在する．４点Steiner Steiner
の連絡網の応用として，どれが一番短いかを論ずる．

3

3
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Steiner Steinerまず ５点Ａ Ｂ Ｃ Ｄ Ｅの 点を３個持つ， ， ， ， ，

木の性質を調べる．

Ｓ，Ｔ，Ｕが 点とすると，△ＳＢＣで考えればSteiner
点Ｔは３点Ｓ，Ｂ，Ｃの 点である．したがって，Steiner
線分ＢＣの外側に正三角形ＰＣＢを作りその外接円をＯ

とすれば，点ＴはＳＴと円Ｏの交点であり，さらに

ＳＴ＝ＴＢ＋ＴＣ

が成り立つ．

この性質を利用する．さらに線分ＤＥの外側に正三

角形ＱＥＤを作れば，３点Ａ，Ｐ，Ｑの 点が点Steiner
Ｓである．

以上の解析より，３個の 点を持つ 木Steiner Steiner
は次のように作ることができる．

１．線分ＢＣ，ＤＥの外側に正三角形ＰＣＢ，ＱＤＥ

， ， ’ ．をつくり 正三角形の外接円を円Ｏ Ｏ とする

２．３点Ａ，Ｐ，Ｑの 点をＳとする．Steiner
３．ＳＰと円Ｏの交点をＴ，ＳＱと円Ｏ’との交

点をＵとする．

４．線分ＡＳ＋ＳＴ＋ＴＢ＋ＴＣ＋ＳＵ＋ＵＤ＋

ＵＥが求める 木である．Steiner

さらにこの 木の長さは３点Ａ，Ｐ，ＱSteiner
の 木の長さＡＳ＋ＰＳ＋ＱＳの長さに等Steiner
しく，それは右図のＡＸの長さに等しいことがわ

かる．なお△ＸＱＰは正三角形である．

作り方より，５点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅについ

ての３個の 点を持つ 木は最大５個存在する．実際Steiner Steiner
上の例は，線分ＢＣ，ＤＥを１辺とする正三角形を外側につくり作成した．これを

Ａ （Ｂ，Ｃ （Ｄ，Ｅ）， ），

と表せば，各頂点に１つ対応するので，５個の 木が存在することが分かる．Steiner
その中で，１番短いものを調べる必要があるが，四角形で行った性質を用いると５個の

うち３個を排除することができる．その方法は次の通りである．

５角形ＡＢＣＤＥの外側に，５角形の辺を１辺とする正三角形をつくる．
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右図は，辺ＡＢを１辺とする正三角形ＰＡＢをつく

った図である．このとき，５点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅの

木は４点Ｐ，Ｃ，Ｄ，Ｅの 木に還元さSteiner Steiner
れる．４点Ｐ，Ｃ，Ｄ，Ｅの 木は２つありそSteiner
れはそれぞれ△ＰＱＥと△ＰＲＣの 木の長さSteiner
と一致する．また，その長さは

２ ２ ２ ２ＰＥ ＋ＣＤ ，ＰＣ ＋ＤＥ

の大小を調べればどちらが短いかは分かる．
２ ２ ２ ２実際， ＰＥ ＋ＣＤ ＜ＰＣ ＋ＤＥ

のときは△ＰＱＥの 木の方が短い．Steiner
そこで，５角形のＡＢＣＤＥの外側に正三角形を作った右図を考える．

四角形ＰＣＤＥを用いれば
２ ２ ２ ２ＰＥ ＋ＣＤ ，ＰＣ ＋ＤＥ

の大小により△ＰＱＥと△ＰＲＣの 木のSteiner
大小が分かるから，

ＰＥ ＋ＣＤ ，ＰＣ ＋ＤＥ ・・①２ ２ ２ ２

ＱＡ ＋ＤＥ ，ＱＤ ＋ＥＡ ・・②２ ２ ２ ２

ＲＥ ＋ＡＢ ，ＲＢ ＋ＡＥ ・・③２ ２ ２ ２

ＳＣ ＋ＡＢ ，ＳＡ ＋ＢＣ ・・④２ ２ ２ ２

ＴＤ ＋ＢＣ ，ＴＢ ＋ＣＤ ・・⑤２ ２ ２ ２

の長さを求めれば三角形の 木の長さの大Steiner
小が分かる．さらに，

ＡＱ＝ＰＣ，ＢＲ＝ＱＤ，ＣＳ＝ＲＥ，ＤＴ＝ＳＡ，ＥＰ＝ＴＢ

である（∵６０°回転すればよい）から，上の１０種類の値は５種類になる．その中で一

番短いものを選ぶ．たとえば ＰＥ ＋ＣＤ が最小なら①より△ＰＥＲの 木２ ２ Steiner
のほうが△ＰＣＳの 木より短い．Steiner

さらに，ＰＥ ＋ＣＤ ＝ ＴＢ ＋ＣＤ であるから ＴＢ ＋ＣＤ も最小であ２ ２ ２ ２ ２ ２

る．したがって，⑤より△ＴＢＲの 木のほうが△ＴＤＱの 木より短い．しSteiner Steiner
たがって，以上より△ＰＣＥ，△ＴＤＱの 木は最短でないことが分かる．さらにSteiner
△ＰＥＲと△ＴＢＲの関係は③より，どちらが短いかが分かる．ここでは△ＰＣＥの

木の方が短いとすれば，５個の 木のうち最短になるのはSteiner Steiner
△ＰＣＥの 木と△ＡＱＳの 木のいずれが短いかを調べることに還元されSteiner Steiner
る．
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たとえば，上の図で調べてみれば，
２ ２ ２ ２ＤＴ ＋ＢＣ ＝ＡＳ ＋ＢＣ

が一番短い．四角形ＤＴＢＣに注目すれば△ＤＴＱの 木方が△ＢＲＴの 木Steiner Steiner
より短い．また四角形ＡＢＣＳに注目することにより △ＡＱＳの 木方が△ＣＳSteiner
Ｐの 木より短い．さらに四角形ＱＤＥＡに注目すればSteiner

ＤＱ ＋ＥＡ とＡＱ ＋ＣＤ の大小より△ＤＴＱの 木の方が短い．２ ２ ２ ２ Steiner
したがって，△ＤＴＱの 木と残りの△ＥＰＲの 木の大小を調べれば，５Steiner Steiner

個の 木のうち一番短いものを見つけることができる．Steiner

点間の距離を用いる方法4.2 Steiner
で述べた４点の 最小木の 点間の距離の性質を用いると， 最小木3.4 Steiner Steiner Steiner

にならないことを簡単に判断できる場合がある．

右の図は５点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｅの 木Steiner
である．もしこの 木が最小とする，４点Steiner
Ａ，Ｓ ，Ｄ，Ｅに制限しても 最小木であ１ Steiner
る．

２ ３ １ ２Ｓ Ｓ ＞（ －１）Ｓ Ｓ

を満たさないから，この 木は最小ではなSteiner
い．

3
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終わりに5.
最小木問題を純粋な初等幾何の問題として扱うことはあまり行われていないのSteiner

で，ここで述べた内容が少しは意味があると思い，どこかへの投稿を想定して論文の形で

まとめました．しかし，本稿の中核である４点の場合の結果はすでに知られている内容の

ようです．

すでに述べたように論文として発表しようとして書いたもので，一部証明が不親切のと

ころがあります．その点付け加えます．

で扱った3.2
命題

凸四角形ＡＢＣＤの外側に，ＡＢ，ＣＤを底辺とする

正三角形△ＥＢＡ，△ＤＣＦ及び，ＢＣ，ＤＡを底辺

とする頂角が１２０°の２等辺三角形△ＫＣＢ，△Ｌ

ＡＤを作る．このとき

ＥＦ⊥ＫＬ，ＥＦ＝ ＫＬ

がなりたつ．

の証明について少し解説します．

回転移動の合成を利用しています．

Ａの周りにθ回転する回転移動をＲ（Ａ，θ）とおく．このとき，Ｒ（Ａ，θ ）とＲ１

（Ａ，θ ）の合成写像は２

Ｒ（Ｂ，θ ） Ｒ（Ａ，θ ）＝Ｒ（Ｃ，θ ＋θ ）２ １ １ ２〇

となります．ただし，Ｃは解説の中で分かります．

証明は，回転移動を２つの対称移動の合成と見ます．

その対称移動の対称軸の一つをＡＢとし，

半直線ＡＢをＡの周りに－θ ／２回転した半直線と１

ＢＡをＢの周りにθ ／２回転した半直線の交点をＣと２

する．Ａの周りにθ 回転移動することはＡＣに関する１

対称移動とＡＢに関する対称の合成であり，Ｂの周りにθ 回転移動することはＢＡに関２

する対称移動とＢＣに関する対称の合成である．したがって，

Ｒ（Ｂ，θ ） Ｒ（Ａ，θ ） はＣＡに関する対称移動とＣＢに関する対称移動の合成２ １〇

である．ＣＡからＣＢにはかった角は向きを考え

（θ ＋θ ）／２－π１ ２

である．したがって，合成関数 Ｒ（Ｂ，θ ） Ｒ（Ａ，θ１） は Ｃの周りに２ 〇

θ ＋θ －２πすなわちθ ＋θ だけ回転する回転移動である１ ２ １ ２

この解説から分かるように，回転の中心Ｃは 半直線ＡＢをＡの周りに－θ ／２回転し１

た半直線とＢＡをＢの周りにθ ／２回転した半直線の交点である．２

次に２つの回転移動の合成 Ｒ（Ｂ，θ ） Ｒ（Ａ，θ ） は２ １〇

０＜θ ，θ ＜３６０°，θ ＋θ ＝３６０°が成り立つとき，平行移動になります．１ ２ １ ２

3
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右の図で，半直線ＡＢをＡの周りに－θ ／２ 回転したものをＡＣ，ＢＡをＢの周り１

にθ２／２回転したものをＢＤとすれば，

Ｒ（Ｂ，θ ） Ｒ（Ａ，θ ） はＡＣに関する対称２ １〇

変換とＢＤに関する対称変換の合成になるから，Ａか

らＢＤに下した垂線の足をＰとすれば移動が で

決まる平行移動である．

次に３つの回転移動の合成が恒等変換になるとき，

次の性質が成り立ちます・

３つの回転移動Ｒ（Ａ，α ，Ｒ（Ｂ，β ， Ｒ（Ｃ，γ）は） ）

０＜α，β，γ＜３６０°，α＋β＋γ＝３６０°が成り立つとする．

もしこの合成変換 Ｒ（Ｃ，γ） Ｒ（Ｂ，β） Ｒ（Ａ，α）が恒等変換のとき〇 〇

△ＡＢＣは∠Ａ＝α／２，∠Ｂ＝β／２，∠Ｃ＝γ／２ を満たす．

証明は次のように行う．

（ ， ） （ ， ） ，Ｒ Ｂ β Ｒ Ａ α の回転の中心をＸすると〇

ＸはＣと一致する．なぜなら，もし一致しないとすると

Ｒ（Ｃ，γ） Ｒ（Ｂ，β） Ｒ（Ａ，α） は恒〇 〇

等変換にならない．したがって，右の図のようになり成

り立つことが分かる．

以上のことを踏まえれば， の命題が無理なく理解で3.2
きると思います．
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